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RESUMO

Propomos um modelo fenomenolégico unificado para matéria escura e energia escura,
baseado em uma equagao de estado com parametro w escrito em termos de arco-tangente.
Os parametros livres do modelo sao trés constantes: 0y, a e 3. O parametro « dita a taxa de
transicao entre o periodo de dominio da matéria e o periodo de expansao acelerada. A razao
(/a fornece o redshift de equivaléncia entre os dois regimes. Os pardmetros cosmoldgicos
sao fixados pelos dados observacionais de nucleossintese primordial, supernovas do tipo
Ia, explosbes de raios gamma, oscilagoes actsticas de barions e medi¢ao do parametro de
Hubble. Os varios conjuntos de dados sdao usados em diferentes combinagoes para ajustar
os parametros cosmologicos via analise estatistica. O Modelo Unificado é comparado ao
modelo ACDM e suas diferengas sao enfatizadas. A analise realizada em background
parece indicar que o Modelo Unificado dinamico é ligeiramente preferivel em detrimento
do modelo ACDM. No entanto, através do desenvolvimento da teoria de perturbagao para
o nosso Modelo Unificado, concluimos que ele é incapaz de produzir o power spectrum
atual das flutuacoes de densidade. Esta é uma desvantagem possivelmente fatal do nosso
modelo, pelo menos na parametrizacao de w utilizada.

Palavras-chave: Quartesséncia. Componente Unificada. UDM. Modelo Unificado. Arctan.
Cosmologia. Teoria de Perturbagoes. GRB. BAO. SNIa.






ABSTRACT

We propose a phenomenological unified model for dark matter and dark energy based on
an equation of state parameter w that scales with the arc tangent of the redshift. The
free parameters of the model are three constants: 29, o and 3. Parameter « dictates the
transition rate between the matter dominated era and the accelerated expansion period.
The ratio 3/« gives the redshift of the equivalence between both regimes. Cosmological
parameters are fixed by observational data from Primordial Nucleosynthesis, Supernovae of
the type Ia, Gamma-Ray Bursts and Baryon Acoustic Oscillations. The various sets of data
are used in different combinations to constraint the parameters through statistical analysis.
The unified model is compared to the ACDM model and their differences are emphasized.
The analysis performed on the background seems to indicate that our dynamical unified
model is slightly preferable to the concordance ACDM model. However, by developing the
perturbation theory for our unified model, we conclude that it is unable to produce the
power spectrum of density fluctuation observed today. This is a possibly fatal drawback of
our model, at least in the parametrization of w.

Keywords: Quartessence, Unified Component, UDM, Unified Model, Arctan, Cosmology,
Perturbation Theory, GRB, BAO, SNIa.
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PREFACIO

Esse trabalho nao foi pensado para ser um depdsito de resultados. Nao foi escrito
de modo a esconder do leitor as dificuldades existentes entre os procedimentos abordados
em cada paragrafo. Essa dissertacao descreve de maneira resumida a construgao gradativa
de um conhecimento gerado ao longo de dois anos de trabalho intenso. Todavia, como a
ciéncia se caracteriza pela interagao sinérgica entre varias areas do conhecimento, o leitor
pode se queixar da auséncia de um ou outro tema que o mesmo julga importante. Isso de
fato ocorrera pois o proprio autor desse texto se viu perante a necessidade de excluir partes
integrantes do texto para que o objetivo central do trabalho se mantivesse em foco. Alguns
desses temas paralelos que sao parcialmente desconexos da pauta tematica principal, mas
que julgo importantes, estao apresentados nos apéndices.

O trabalho se principia pela definicdo de conceitos chaves no estudo da cosmologia
basica. No Cap. 2 sao deduzidas as equagodes que guiam a dindmica cdésmica, bem como
a definicdo das distancias cosmoldgicas que fazem a ligacdo entre teoria e observacio. E
apresentado também o modelo cosmolégico padrao, conhecido por ACDM, que se acredita
atualmente ser aquele que melhor descreve as propriedades do universo observavel.

No Cap. 3, alguns dos problemas referentes ao modelo ACDM séao delineados, de
modo a criar um cenario que viabiliza o estudo de modelos onde matéria e energia escura
compoem um unico fluido. Entdo, os procedimentos que unificam essas componentes
escuras sao rapidamente revisados e o modelo cosmolégico, que passaremos a chamar de
Modelo Unificado, é apresentado.

O Cap. 4 apresenta as ferramentas estatisticas basicas necessarias para se vincular
os parametros de modelos cosmoldgicos. Os dados cosmoldgicos necessarios para esse
ajuste sao apresentados no Cap. 5. No final desse capitulo, os resultados da analise sao
apresentados e os modelos cosmologicos ACDM e Modelo Unificado, agora vinculados, sao
comparados.

O Cap. 6 traz uma introducao ao formalismo da teoria das perturbagdes cosmologi-
cas. Tal topico é extremamente importante nos procedimentos da cosmologia moderna. Sao
deduzidas as equacoes que ditam a dinamica das perturbagoes lineares que, para ambos os
modelos, sdo resolvidas com os parametros obtidos no Cap. 5. O Cap. 6 nao realiza ajustes
de parametros cosmolégicos. Deve-se reconhecer que para realizagao de tal proeza, seria
necessario um tempo maior de estudo da teoria de perturbacoes por conta de infinidade de
efeitos fisicos que influenciam diretamente no comportamento das perturbacoes. Além disso,
o ajuste oriundo da teoria de perturbacoes requereria um poder de processamento muito
maior do que aquele que temos acesso atualmente. Nesse capitulo, sao apresentados alguns
argumentos que simplificam as equagoes possibilitando a obtengao das perturbacoes. Esses

dados sao analisados qualitativamente, e os resultados apontam caracteristicas importantes
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dos modelos que nao podem ser obtidas da analise nao perturbada.

Para encerrar esse prefacio, apresentam-se algumas convencgoes adotadas no texto:

(192

e Os valores numéricos apresentam o ponto “” como separador decimal, como, por
exemplo, 3.1415. Tal postura justifica-se por dois fatos. O primeiro deles é que, como
esse texto foi editado em IXTEX, os valores numéricos escritos com a virgula “,” como
sendo o separador decimal nao ficam bem dispostos (3, 1415). Outro fato é que grande
parte dos resultados apresentados sao obtidos de procedimentos computacionais,

onde o ponto é usualmente adotado.

e Nas métricas do espago tempo, utilizaremos assinatura tempo positivo. Ou seja:
(+7 T T _)

e Nas abordagens de background onde as equagoes sao mais simples, iremos considerar
a velocidade da luz de acordo com o sistema internacional de unidades, carregando
sempre a designagao ¢ nas equagoes. Para a abordagem perturbativa, consideraremos
¢ = 1 para estarmos de acordo com a convenc¢ao adotada nas referéncias de teoria de

perturbagoes cosmologicas.
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1 INTRODUCAO

A ciéncia da cosmologia sofreu profundas alteragdes nas ultimas décadas. Até entao,
a auséncia de dados era o maior obstaculo para o estudo dos fenémenos césmicos. Muitas
das vezes, eram os aspectos filosoficos que ditavam as caracteristicas de modelos elaborados.
Como exemplo, temos o acréscimo da constante cosmolégica por Einstein em suas equagoes
da Relatividade Geral com o objetivo de descri¢do de um universo estatico, em equilibrio
(instével) (EINSTEIN, 1918). Em contrapartida, Alexander Friedmann abandonou a pre-
missa de um universo estatico e encontrou a descri¢ao analitica de um universo dinamico
perante a solu¢do das equagoes de campo da Relatividade Geral (FRIEDMANN, 1922;
FRIEDMANN, 1924). Tal modelo descreve a evolu¢do de um universo proveniente de uma
singularidade, que posteriormente seria cunhado por Lemaitre como o atomo primordial.
Uma solugdo dindmica para a evolugao do universo foi encontrada também por Georges
Lemaitre em 1927 (LEMAITRE, 1927).

Em meio a esse cenario, a auséncia de dados observacionais impossibilitava a
distingdo de um dentre esses dois tipos de modelos cosmolégicos (estatico ou dindmico)
como aquele que melhor descreveria a condicao dinamica do universo. Essa posicao se
alterou drasticamente com a publicagdo dos dados das velocidades de afastamento de
galdxias por Edwin Hubble, em 1929 (HUBBLE, 1929). Utilizando-se do telescépio Hooker
do observatério de Monte Wilson, até entao o maior do mundo, Hubble mediu o periodo
de variacao da luminosidade de estrelas Cefeidas em 46 galaxias. Com isso, foi capaz
de estabelecer a proporcionalidade entre velocidade de afastamento e a distancia de
determinada galaxia com relacao a Via Léactea, conhecida hoje como a Lei de Hubble. Os
dados observacionais apontavam um comportamento dinamico do universo, inviabilizando,
assim, o modelo de universo estatico de Einstein, ao mesmo tempo que dava suporte as
teorias de Friedmann e Lemaitre.

Aproximadamente nesse periodo, a ciéncia espacial se deparou com um novo
problema. Sem saber a causa, alguns astronomos passaram a notar alguns padroes nos
erros de certas medidas astronomicas. Ao longo da década de 30, Fritz Zwicky estudou
galaxias que, por serem sistemas autogravitantes isolados, deveriam estar condizentes com
o teorema do virial. Nessa abordagem, a energia potencial seria o dobro da energia cinética.
Zwicky verificou que a massa luminosa é cerca de 60 vezes menor que a massa total do
sistema (ZWICKY, 1933; ZWICKY, 1937). Problema parecido foi encontrado na década de
1970 por Vera Rubbin no estudo do movimento de rotagao das estrelas em galdxias (RUBIN;
FORD JR., 1970). Teoricamente, as velocidades das estrelas em rotagao deveriam diminuir
por um fator /7. Todavia, as observagoes mostravam que as velocidades permaneciam
aproximadamente constantes a partir de determinado raio (distancia da estrela até o

centro do aglomerado). Esse efeito poderia ser explicado se, de alguma maneira, existisse
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matéria interagindo gravitacionalmente que nao estava sendo contabilizada. Atualmente,
este tipo de matéria é denominada matéria escura e desempenha um importante papel na
cosmologia. Estudos da anisotropia da radiacao césmica de fundo mostram que a existéncia
de matéria nao-baridonica é imprescindivel para se explicar a formagao das estruturas
cosmicas. Contudo, particulas de matéria escura jamais foram detectadas diretamente
apesar das intimeras tentativas realizadas (OLIVE, 2005).

Qualquer area da ciéncia apresenta grande dependéncia das tecnologias de obser-
vagao. De fato, essa caracteristica é comum a todas as areas de ciéncia. Contudo, na
recente historia da cosmologia, por muitas vezes modelos tedricos muito bem estabelecidos
e indubitavelmente estudados foram abruptamente abandonados pelo fato de ndo preverem
um comportamento observado. Foi assim com a teoria do Estado Estacionério!, elaborada
pelo brilhante astronomo Hoyle (1948); quando a radiagdo césmica de fundo foi descoberta
por Penzias e Wilson no ano de 1965 (PENZIAS; WILSON, 1965). A radiacdo césmica
de fundo fora prevista por Alpher, Bethe e Gamow (1948) como um requisito do modelo
do Big-Bang. De fato, quando uma nova tecnologia de obten¢ao de dados cosmologicos é
desenvolvida, muitos modelos sao desconsiderados ou adaptados e geralmente a maneira
de se encarar a cosmologia se renova.

Curiosamente, ao mesmo tempo que a medi¢cao da radiagao césmica de fundo
solucionava o problema da explicagao para a ocorréncia de um Big Bang, trazia a tona
outro: o problema de horizonte. Como dois pontos distintos do universo mutuamente
externos ao horizonte causal poderiam estar em equilibrio térmico? Em uma tentativa
de responder essa pergunta, Alan Guth propos a teoria do universo inflacionario em
1981 prevendo um periodo de acelerada expansao césmica (GUTH, 1981). Mesmo com
a existéncia de alguns problemas — c.f. (BORNER; SEILER, 1994) , grande parte da
comunidade cientifica aceita a teoria inflacionaria como sendo a solucao do problema
de horizonte. Com ela, foi possivel estabelecer de forma aceitavel as fases evolutivas do
universo: inflacdo, que daria lugar ao periodo de dominio da radiagao, seguido pelo periodo
de dominio de matéria nao relativistica. Acreditava-se nesta época (década de 80) que
o universo encontrava-se justamente nesta era de matéria. Com esse modelo c6ésmico, a
cosmologia conseguia prever a temperatura e idade do universo, a origem dos elementos
leves, a formacao dos sistemas estelares, dentre tantas outras propriedades observadas.

No final do século XX, quando se pensava que os estagios de macro-evolugao
cosmicos ja tinham todos sido determinados, a cosmologia passou mais uma vez por
uma revolugao conceitual. O aprimoramento das técnicas de observacao aliado a evolugao
da compreensao dos mecanismos de emissao de supernovas do tipo Ia permitiram aos
cosmologos a obtencao de estimativas de parametros cosmolégicos utilizando-se de dados

de altos redshifts z = 0.3 — 0.7. Como resultado, os cientistas encontraram algo inesperado.

1 Teoria alternativa a do Big-Bang que considera a dindmica do universo em um estado estacionario,

com constante criacdo de matéria.
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O que era esperado é mencionado a seguir. Uma vez que as intera¢des nucleares nao atuam
em escalas cosmologicas e a distribuicao de matéria € eletricamente neutra, espera-se que
somente a interagdo gravitacional atue entre as galaxias. Ou seja, o universo dindmico
estaria em expansao, porém desacelerando. No entanto, nos anos de 1998 e 1999, as
equipes de Adam Riess,? Brian Schmidt® e Saul Perlmutter! publicaram os dados das
andlises cosmoldgicas apontando o crescimento cosmolégico acelerado (RIESS et al., 1998;
SCHMIDT et al., 1998; PERLMUTTER et al., 1999). Tudo se passa como se o0 universo
fosse preenchido por uma componente distribuida homogeneamente por todo espaco que
exerce uma pressao negativa e causa a aceleragao. Esse comportamento nao era previsto por
nenhum modelo cosmoldgico considerado realistico até entdao. Curiosamente, a constante
cosmoldgica de Einstein, apontada por ele proprio como o maior erro de sua vida, era capaz
de explicar tal expansao acelerada. Todavia, considerar uma constante cosmologica faz
surgir grande dilema na cosmologia moderna. Pelas contas de Riess, Schmidt e Perlmutter,
aproximadamente 70% da energia do universo deve-se a essa componente desconhecida, que
hoje é tratada como energia escura. Posteriormente, outras fontes de dados cosmoldgicos,
como as medidas das anisotropias da radiacdo césmica de fundo apontaram também para
esse mesmo resultado (KOMATSU et al., 2011; WEINBERG et al., 2013). Atualmente, a
procedéncia dessa forma escura de energia ¢ um problema em aberto na fisica.

O modelo cosmolégico atual de maior credibilidade, o ACDM,® é muito simples e
se ajusta aos dados observacionais de maneira bastante satisfatoria (TEGMARK et al.,
2004b; SPERGEL et al., 2003). Seu problema reside no fato de considerar de forma ad hoc
a existéncia de componentes escuras que ainda nao puderam ser diretamente identificadas
por meio de experimentos. Surge entao uma importante area de pesquisa que se empenha
em construir modelos onde o setor escuro (energia e matéria escura), que abrange cerca de
95% da energia de universo, é unificado em apenas uma tnica componente. Esses modelos
desempenham um papel importante sobretudo no estudo do universo primordial pois
abrem uma extensa gama de possibilidades de modelagem, cada uma com uma grande
potencialidade de gerar significativas altera¢des no processo cosmolégico de formacao de
estruturas (PIETROBON et al., 2008; PIATTELLA et al., 2010; BERTACCA; BARTOLO;
MATARRESE, 2010; BERTACCA et al., 2011). Essa dissertacao lida com um desses

modelos unificados de matéria e energia escura.

Supernova Search Team Collaboration.

Supernova Search Team Collaboration.

The Supernova Cosmology Project.

O modelo ACDM (do inglés A-Cold Dark Matter) é composto por ~ 5% de matéria barionica, ~ 25%
de matéria escura e ~ 70% de energia escura.

Tt W N
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2 COSMOLOGIA BASICA

A fim de se adentrar nos estudos cosmologicos, é necessario entender os desafios
que tal jornada propicia. Nao é novidade que a cosmologia ¢ uma ciéncia que aborda
aspectos da natureza do universo. Todavia, destaca-se um enorme abismo entre tal ciéncia
em detrimento das demais no que tange a escalas onde os fenomenos fisicos ocorrem.
Galaxias, aglomerados galacticos e todos objetos tais como esses apresentam dimensoes
tao superiores as escalas com que estamos habituados, que estuda-los deve ser uma tarefa
a ser realizada com extremo cuidado. O método cientifico deve ser aplicado de modo se
obter resultados que independam do senso comum humano.

Esse discurso pode parecer um pouco preciosista, mas de maneira nenhuma deve
ser ignorado. Para ser ter ideia, sabe-se atualmente que a teoria da Relatividade Geral
(RG) é a mais adequada para descrigao de efeitos gravitacionais responsaveis pela dindmica
césmica. No entanto, em algumas areas de estudo astrofisicos por exemplo, a abordagem
relativistica é desnecessaria visto que as escalas envolvidas estdo no limite em que a RG e
a Teoria da Gravitagao Universal de Newton sao equivalentes. Um estudo cosmoldgico a
nivel de gravita¢do newtoniana seria completamente factivel (RYDEN, 2003). De certo
modo, nao seria correto dizer que tal abordagem é equivocada por conta da simplificacao
algébrica associada a tal procedimento; mas é dever do pesquisador que realiza o estudo
delimitar as escalas de validade dos resultados newtonianos obtidos. Nesse caso por exemplo,
uma abordagem newtoniana negligenciaria conceitos relativos a curvatura homogénea do
universo e constante cosmoldgica; ambos efeitos imperceptiveis para escala humana mas

que exercem significativa influéncia na dinamica coésmica.

2.1 EQUACOES DA COSMOLOGIA

Uma abordagem relativistica ¢ indispensavel para se obter uma compreensao geral
da evolugao macroscopica do universo. Na RG, os vinculos mateméaticos entre as grandezas

cosmolégicas estao expressos na relacao tensorial (D’INVERNO, 1992):

1 8rG
G:U'V = R#V — §gl“’R = 7Tuy (21)

conhecida como Equacées de Campo de Einstein (ECE), em que G, é o tensor de Einstein,
g € o tensor métrico do espago-tempo, R, € o tensor de Ricci e R = g R,,,, o escalar de
curvatura. Tais grandezas associam-se a geometria espaco-temporal e estao relacionadas ao
contetido energético, descrito através do tensor energia-momento 7,,. Estamos utilizando
aqui a convencao de soma: em uma expressao tensorial, um indice é somado se aparece

simultanemente em posigao covariante (indice inferior) e contravariante (indice superior).
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Em uma determinada estrutura espago-temporal , o tensor métrico g,,,, carrega todas

as propriedades intrinsecas de curvatura. As quantidades R, e R sdo grandezas oriundas

n

vap» conhecido como tensor de curvatura de Riemann, que

de um tensor de 4% ordem, R
basicamente traz informagcao sobre a variacao da direcdo de um vetor geral sob transporte
paralelo ao longo de um curva fechada tragada sobre a variedade (SABBATA; GASPERINI,
1985). Como g,,, permite descrever deslocamentos infinitesimais sobre essa variedade, é
apenas natural que o tensor de Riemann dependa do tensor métrico. Desse modo, o
lado esquerdo da Eq.(2.1) constitui um tensor covariantemente conservado que define a
curvatura do espaco-tempo. Por sua vez, o lado direito da equagao é proporcional ao tensor
energia momento 7T}, que carrega informagao sobre as fontes de gravitacao: massa, energia,
momento e carga elétrica, por exemplo. A beleza das equagoes de Einstein reside nessa
interagao reciproca entre curvatura e fonte.

Para casos gerais, a Eq.(2.1) ndo pode ser resolvida analiticamente pois se trata de
um conjunto de 10 equagoes diferencias nao lineares acopladas. Na proxima se¢ao, nos
encarregaremos de investigar e constatar que, da maneira como o universo se configura, 6
dessas 10 equagoes sdo redundantes devido a argumentos de simetria. Como resultado, o
lado esquerdo de (2.1) depende apenas de uma variavel dindmica conhecida como fator de
escala. Posteriormente, discutiremos as hipéteses envolvidas na caracterizagao do conteiido
energético do universo para que no fim, todos esses resultados sejam mesclados nas ECE e

fornecam as equagdes necessarias para determinacao da dindmica cosmologica.

2.1.1 Principio Cosmolégico e a Métrica FLRW

Nas escalas de grandeza onde reside nosso senso comum, nos deparamos com
objetos materiais com distribuicao homogénea e isotropica, tal como um volume de dgua
em um copo ou uma barra de um metal qualquer.! Todavia, com o conhecimento cientifico
alcancado pela humanidade atualmente, sabemos que a medida que consideramos porc¢oes
menores de matéria, as heterogeneidades comecam a aparecer: imperfei¢oes, rugosidades,
graos, moléculas e dtomos. Nessa escala, temos um sistema com massa atomica quase
que na totalidade concentrada no niicleo e um espago vago relativamente grande em seu
entorno, composto apenas pela eletrosfera. Consequentemente, essa enorme heterogeneidade
existente na distribuicao massica atomica se torna desprezivel a medida que consideramos
porcoes cada vez maiores de matéria, a ponto da porcao se apresentar homogénea nas
escalas de atuacao humana.

Essa analogia ilustra um conceito chave para a introducao do principio cosmoldgico.

Quando apontamos o telescopio para o céu, observamos os astros como pequenos pontos

Obviamente, desconsiderando aqueles com estruturas cristalinas portadoras propriedades dependentes
de direcao.

Carrol usa o termo Principio Copernicano (em tradugdo livre de Copernican Principle). (CARROLL,
2004)
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de aglomeracao de matéria quando comparados com o vazio ao seu redor. A medida que
aumentamos as escalas de observagao, comecam a se formar pequenas estruturas cosmicas,
como cinturdes de asterdides, sistemas estelares, galaxias e aglomerados galacticos. Seguindo
a linha de raciocinio apresentada pela analogia do paragrafo anterior, existe um intervalo
em que as escalas de grandeza sao grandes o suficiente tal que a distribuicao de matéria
no universo apresenta-se de maneira homogénea e isotropica. Tal conceito foi inserido
primeiramente por Isaac Newton em Philosophie Naturalis Principia Mathematica para
explicar o estado aparentemente “estatico” das estruturas cosmicas em grandes distancias
(NEWTON, 1999).

Segundo Novello et al. (2010), podemos formalizar o principio cosmolégico em duas

afirmagoes :

a) “As leis da Fisica, tal como as determinamos em nossa vizinhanga sao validas em
qualquer regiao e momento da histéria da Universo, em qualquer escala de distancia

e tempo.”

b) “O Universo é espacialmente homogéneo e isotrépico”

Como ja chegamos a comentar no inicio desse capitulo, a Relatividade Geral sera
utilizada para se obter as equagdes da Cosmologia. Precisamos entao transcrever o principio
cosmoldgico em termos relativisticos. Por meio da sua utilizagao, tal principio aponta a
inexisténcia de diregoes ou pontos especiais no universo. Nesse cenario um experimento
cientifico apresentard os mesmos resultados independentemente da posicao e direcao do
aparato experimental.

Existe portanto uma restricdo nas estruturas geométricas espaciais possiveis: aque-
las cuja curvatura se apresenta de forma homogénea e isotrépica. E possivel provar que
apenas trés estruturas apresentam essa caraceristica. A Fig.1 traz representacoes bidimen-
sionais de um espacgo riemmaniano para cada uma delas. A primeira da esquerda para
direita é uma superficie esférica caracterizada por uma curvatura positiva. A superficie
centralmente disposta é um plano com curvatura nula, enquanto que a ultima é uma super-
ficie hiperbdlica negativamente curva. Posteriormente, daremos significado as expressoes
"curvatura positiva'e "curvatura negativa'. Por hora, ¢é suficiente destacar a diferenca entre
tais estruturas geométricas pela soma dos angulos internos nos triangulos nelas mapeados.
Em uma superficie plana, a soma serd 7. Em uma curvatura homogénea positiva, a soma
dos angulos internos serda sempre maior que m, ao passo que ela sera sempre menor que 7

em uma superficie de curvatura negativa (RYDEN, 2003).

O pequeno exemplo anterior é meramente ilustrativo, visto que aborda apenas
espacos riemannianos bidimensionais. Nosso objetivo ¢ abordar o espago-tempo quadri-

dimensional da experiéncia, que inclui a dimensao temporal além das trés dimensoes
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Wb &

Spherical Space Flat Spaca Hyperbalic Space

Figura 1 — Representacao bidimensional das curvaturas homogéneas do universo. Em todos
os casos, um triangulo equilatero ¢ mapeado sobre a superficie em questao.
Fonte: (NCSA, 1995)

espaciais (comprimento, largura e altura).® Nesse caso, o elemento de linha ds? mais geral

possivel de uma métrica homogénea e isotrépica serd dado por (WEINBERG, 1972):

dr?

2_ 272 2
ds* = c*dt a(t)[l—m?/R%

+7? (d02 + sen29d¢2>] (2.2)
onde

+1, curvatura positiva
k=14 0, curvatura nula

—1, curvatura negativa

e Ry é o raio de curvatura. A Eq.(2.2) é conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (Métrica FLRW) e foi deduzida independentemente nos trabalhos
dos cientistas Alexander Friedmann, Georges Lemaitre, Howard P. Robertson e Arthur
Geoffrey Walker ao longo das décadas de 1920 e 1930 (FRIEDMANN, 1922; FRIEDMANN;
1924; LEMAITRE, 1927; LEMAITRE, 1931; LEMAITRE, 1933; ROBERTSON, 1935;
ROBERTSON;, 1936a; ROBERTSON, 1936b; WALKER, 1937). Apesar da hip6tese do
principio cosmoldgico parecer um tanto exagerada (ja que percebemos localmente suas
inomogeneidades), o universo é extremamente bem descrito pela métrica FLRW (GREEN;
WALD, 2014).

Utilizando a expressao (2.2) para o elemento de linha diferencial obteremos as

propriedades geométricas da métrica FLRW. Comparando a Eq.(2.2) com

ds® = g, dxtdx”

3 Matematicamente, o espaco-tempo é conhecido como um espago pseudo-riemanniano por conta da
coordenada temporal se apresentar com sinal diferente das coordenadas espaciais.
4O elemento de linha permite medir distancia infinitesimais sobre a variedade diferencial.
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podemos identificar a forma covariante do tensor métrico como:

1 0 0 0
0 —=a 0 0
[guv] _ 1—kr?2/R2 ’ (2.3)
0 0 —r?a? 0
0 0 0  —r?a*sin?6
em que " = (ct,7,0,¢). A métrica contravariante é a matriz inversa da Eq.(2.3):°
1 0 0 0
0 — 17kr2/R8 0 0
9] = “ . (2.4
0 0 —=5 0
0 0 0~z
Com a métrica definida, podemos calcular os coeficientes de conexao:
n 1w
I'hs = 59" (9890 + 0agpy — Ougas) » (2.5)

2

em que as componentes nao nulas estao listadas abaixo:

aa 9

0 _ 0 _ : 0 _ 22 o2
Fll_l—/m“?/R% IS, =r<aa I's; = r°a asen®d

a
1 _pl 72 12 713 _T73 _
FOl_Flo_FOQ_FQO_FO?)_F?)O_a

kr .
Mh = o ey Ty =—r(1—kr?/R}) Tiy=—r(1—Fkr?/R2)sin?0  (2.6)
2 2 3 3 1 2

[Tl

E conveniente elucidar que o operador acima da variavel indica derivacao total com
respeito a coordenada temporal comével ¢.

Com os coeficientes de conexao, calculamos o tensor de Ricci por meio da expressao:

_ o o a B a 78
R'uy — aarw, - &,F“a + Fuyraﬁ - Fuﬁral/ . (27)

5 Isso acontece porque o tensor métrico é reciproco, i.e., 9" Gup = 6”p.
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Esse procedimento produz um tensor misto diagonal, cujos elementos nao nulos dados por:

R)= 30

Ri=—(

R} =— (B +25 +1)
(

(2.8)

RS =—

onde R*, = g"*R,,.
O préximo passo é obter o escalar de curvatura calculando o trago do tensor de

Ricci:

c? a

6 ( k & a
R=R' =—— <R3a2 + 5+ ) (2.9)

As Egs.(2.8) e (2.9) permitem calcular o tensor misto de Einstein G = Rt — 264 R

v

k a?
0 _
1_ _k a? a
Gl ~ RZa? + a? + 2(1 (210)

2 _ _k a2 i
GQ_Rga2+a2+2a

3 __ _k a? a
G3—R(2)a2+a2+2a

Tendo obtido o tensor de Einstein, encerramos os célculos daquilo que precisavamos
a respeito das propriedades geométricas da métrica FLRW para se resolver a Eq.(2.1).
E necessario, nesse momento, definir as propriedades das componentes que atuam como
fonte de gravitagdo. Com isso, obteremos a expressao para o tensor energia-momento do

universo.

2.1.2 Fontes de Curvatura

Abordamos até agora apenas a caracterizacao geométrica do espago-tempo. Para
essa realizacao, partimos do principio cosmologico, que assume homogeneidade e isotropia
espacial. Acontece que tais hipdteses também influenciam nas propriedades da distribuicao
energética no univeso (QUARTIN, 2008; REIS, 2007). Da teoria geral do fluido césmico, o
principio cosmolégico requer um tensor energia momento da forma de um fluido perfeito,
visto que os observadores comoveis ao fluxo da expansao cosmica nao verificam fluxos de
energia ou tensoes anisotrépicas (TORIBIO, 2007). Na assinatura tempo-positivo, o tensor

energia momento de fluido perfeito sera:

T = (p+p) u'u, — pdt. (2.11)
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dx
» dz0

componentes da 4-velocidade. Vale ressaltar que a 4-velocidade esta sujeita ao vinculo

em que p, p e ut = (1 ) sao respectivamente a densidade de energia, pressao e as
w _
utu, = 1.
No sistema de coordenadas comovel, o observador esta sempre em repouso com
respeito ao fluido cosmolégico, ainda que o espago-tempo esteja em movimento. Concluimos
que, as componentes espaciais da 4-velocidade sao todas nulas e a componente temporal

dada por u° = 1. Pode-se portanto escrever o tensor energia momento como:

p 0 0 0
0O —p 0 0
T = P (2.12)
0 0 —p O
0 0 0 —p

Essa é a forma que nos sera util para resolver (2.1). No entanto, antes de prosseguirmos,
podemos obter um outro importante resultado. Por meio da conservagao covariante de T,

expressa por V, T/ = 0, temos:®

V,TF = 8,T — T, Th + T* T = 3% (p+ p) + p = 0.
a

pursa pat v

Logo,

Equagao de Conservagao de Energia

p+3=(p+p) =0, (2.13)

que é uma relacao que expressa a conservacao total de energia do fluido césmico homogéneo
e isotropico. A densidade de energia e a pressdo existentes em (2.12) e (2.13) sdo a soma
das densidades de energia e pressao de cada uma das componentes cosmicas.

Tendo determinado o tensor de Einstein e o tensor energia momento, podemos

finalmente utilizar as equagoes de campo de Einstein para obter as equagoes da cosmologia.

2.1.3 Equacoes de Friedmann

As equacgoes de campo de Einstein podem ser escritas assim:

ar 87TGTu

y i) (2.14)
Ressaltamos que T*, representa a soma dos tensores energia-momento de todas as compo-
nentes. A componente temporal dessa equacao fornece a relacao conhecida como Primeira

Equacgao de Friedmann:

6V é a notacdo para derivada covariante. Essa derivada é do tipo V = 8 + T, onde 0 é a derivada

ordinaria e ha tantos simbolos de Christoffel I' quantos forem os indices do objeto que esta sendo
covariantemente derivado (SABBATA; GASPERINI, 1985).
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87G, a2 kc? 871G

Glh=—TY= -+ =——
07 4 T 0T g2 R202 327

onde usamos as Egs. (2.10) e (2.12).

Equacao de Friedmann

(2.15)

E comum escrever a Eq.(2.15) de uma forma distinta. Para isso, define-se o para-
metro de Hubble:

a
H=- 2.1
’ (2.16)
e o parametro de densidade:
Q(a) = pa) : (2.17)
pC’l"
em que
3c?H?
= 2.18
pC’I’ 87TG ( )

¢é a densidade de energia critica e Hy é o valor do parametro de Hubble medido no tempo
cosmico atual t = ty. Nesse contexto, pode-se interpretar também o termo de curvatura

—kc?/R2a® na Eq.(2.15) como uma componente césmica, com pardmetro de densidade:

O, (a) K g (2.19)
a) = ————5—= = Qoa . )
k R%HgaQ kO
com Qg = —kc*/R2H.
Desse modo, a equacao de Friedmann torna-se:
H? = HQrp, (2.20)

em que H = H (a) e o parAmetro de densidade total Q7 = Qr (a) é definido por:
QT (CL) = Qk (G;) + ZQl (CL) .

Ressalta-se que o somatorio referente ao indice ¢ deve levar contar todos os componentes
do fluido césmico que preenchem o universo, sendo que para cada um temos ; = p,/p.,-

As componentes espaciais das equagoes de campo de Einstein por sua vez fornecem:

G,

¢ ct ! 2 a

_ 87TGT1-. 1 ( *k c'L2> a ArG

Be @) T el
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onde empregamos novamente as Eqgs. (2.10) e (2.12). No termo entre parenteses desta

ultima equagdo, podemos utilizar a Eq.(2.15) e obter:

a e

Lo T ) (2:21)

que é a Sequnda Fquagdo de Friedmann.

A Eq.(2.20) dita a dindmica do fator de escala ao longo do tempo. Mas para se
obter tal comportamento, é necessario escrever o parametro de densidade de energia total,
que ali aparece, em termos do fator de escala. Para o pardmetro de densidade de curvatura,
essa relagao ja é conhecida, conforme (2.19). J4 para os pardmetros de densidade das
outras componentes (e.g. matéria baridnica, radiagao, dentre outras), ¢ conveniente utilizar
a equagao de conservagio de energia (2.13) em conjunto com uma equagio constitutiva do
tipo p = p(p). A Eq.(2.13) é valida componente a componente desde que desconsideremos
eventuais interagoes entre um tipo de fluido e outro.

A Eq.(2.21) poderia ser utilizada no lugar do vinculo de conservagao de energia.
O fato do sistema ser aparentemente sobredefinido ocorre em virtude da conservagao
de energia ser um conceito implicito nas equagdes de Einstein. Podemos obter qualquer
uma das Egs. (2.13), (2.20) ou (2.21) combinando as outras duas. A experiéncia mostra
que é algebricamente mais favoravel trabalharmos com a primeira equacao de Friedmann

combinada com a equacao de fluido (2.13).

2.1.4 Fenomenologia das Equacdes de Estado

Devemos ser capazes de caracterizar cada uma das componentes cosmicas de acordo
com a suas respectivas naturezas fisicas. Nesta secdo buscamos introduzir o assunto
estudando alguns tipos fiduciais de fluidos césmicos. E comum em cosmologia supor que
a pressao gerada por uma determinada componente depende apenas da sua densidade
de energia p; = p; (p;) . Tal hipdtese, quando nao é vélida, deve ser encarada como uma
primeira ordem de aproximacao.

Comumente, sao consideradas equagoes de estado do tipo:

Equagao de Estado

pi = w;(a)p; (a). (2.22)

visto que tal forma funcional engloba a maioria dos casos de interesse cosmolégico.
Pela equacao de conservacao de energia (2.13), podemos obter e evolugao da
densidade de energia da componente com equagao de estado dada por (2.22) em termos

do fator de escala:

dp; _ 3p;i(a)
D 2 (s (@) + 1),
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i.e.

aqp: (a’
p; (a) = @exp —3/ wzéla)da/ . (2.23)
1

a3
Um caso especifico de extrema importancia ocorre quando w é constante, de tal modo que

a densidade de energia em funcao do fator de escala é calulada conforme:
p; (a) = pa @D (1w = constante) . (2.24)

Para componentes onde w # const, a evolucao da densidade de energia da componente s6
seré obtida por (2.23) caso uma expressao analitica para w; (a) seja conhecida.

Na sequéncia, vamos comentar resumidamente sobre a modelagem de algumas
componentes classicas da cosmologia padrao que apresentam evolugao da densidade de

energia de acordo com (2.24).

Matéria Barionica O primeiro fluido de destaque é aquele composto pela distri-
buicao de galaxias no cenario césmico. Comparando as dimensoes galaticas em relagao
ao universo observavel, levando ainda em conta a distancia de separacao espacial média
entre galaxias, podemos inferir que um fluido césmico desse tipo tem caracteristicas de
um gas ideal. E extremamente rarefeito e composto por particulas pontuais de dimensoes

despreziveis na escala de megaparsecs. © A equacao de estado nesse caso ¢ bem conhecida:

A massa total pode ser escrita como M = Nm, sendo N o nimero de particulas e m uma

massa média de cada galaxia. A equacao acima pode ser escrita como:

em que p, a densidade de energia de repouso, p a densidade de energia total, p? o médulo
médio do 3-momento das galdxias e V' o volume que contém o gas. Note que foi usada
aqui a relagao de dispersao de energia relativistica.

Teoricamente, as galaxias estariam em repouso com respeito a um observador
comével. Obviamente, essa é uma aproximacao, visto que sao observados efeitos de
velocidades peculiares além das velocidades de rotagao galacticas. No entanto, essas
velocidades sao varias ordens de grandeza mais baixas do que a velocidade da luz. Como
consequéncia, a energia cinética sera desprezivel com respeito a energia de repouso. Logo,
a densidade de energia do fluido galactico tera contribuicao quase que exclusiva da energia

de repouso (p, =~ p): o segundo termo dentro da raiz é desprezivel na equagao de p acima.

71 megaparsec (Mpc) equivale a 3.09 x 10?2 metros.



2.1. Equagées da Cosmologia 37

A teoria cinética dos gases nos mostra que existe uma relagdo entre a temperatura
e velocidade quadratica média que é dada por m (v?) = 3kgT. Tal expressio nos permite

reescrever a equagao de estado para o fluido galactico como:

1 (v?
P%3<2>
c

visto que (v?) /¢ ~ 0 em virtude das velocidades individuais das galdxias serem nao

p 0. (2.25)

relativisticas. Como consequéncia, o fluido de galaxias nao gera pressao. Essa caracteristica
¢é atribuida a fluidos de matéria tipo poeira. Outro tipo de fluido cosmolédgico classico
com comportamento de poeira é a matéria escura nao relativistica, que sera abordada

posteriormente.

Radiagao Desde o completo desenvolvimento da teoria da Relatividade Geral, mo-
delos de universos dinamicos foram elaborados. Todavia, foi somente com a descoberta do
afastamento de galaxias por Edwin Hubble que tais modelos ganharam notoriedade. Em
1948, a teoria cosmolédgica de Alpher & Gamow, pejorativamente cunhada por Hoyle como
teoria do Big Bang, foi a primeira capaz de fazer previsdes precisas acerca da natureza
do universo e, com isso, trazer a Cosmologia a era de precisao que estamos vivenciando
atualmente. Como exemplo destaca-se a estimativa da abundancia de elementos leves
(ALPHER; BETHE; GAMOW, 1948) e a existéncia de uma radiacao residual proveniente
do desacoplamento foton-barion. Esse fundo de radiacao, com temperatura de aproxima-
damente 2.73 K, foi descoberto por Penzias e Wilson (1965) e exaustivamente estudada
com os dados do satélite COBE de 1990 (BENNETT et al., 1996), da missao WMAP
de 2003-2011 (BENNETT et al., 2013) e, recentemente, da missao Planck 2013-2015
(PLANCK Collaboration et al., 2001).

Esse fundo de radiacao pode ser modelado como um gas de fétons em equilibrio
térmico. O tensor energia momento eletromagnético associado influencia a dinamica
cosmica. Atualmente, a contribuicao da radiagao na dindmica cosmica é desprezivel devido
a baixa densidade de energia dos féton. Porém, isso nao é verdade no inicio da histéria
cosmica quando o universo era dominado por radiagao e particulas ultra-relativisticas.

Essa conclusao segue da equagao de estado para um gés de fétons (WELFORD, 1975),

1
Z 2.26
3p Y ( )

atrelada a um comportamento do tipo fluido perfeito (que se justifica pela baixa probabili-

p:

dade da interagao féton-féton). A Eq. (2.26) mostra a importancia da consideragdo das
componentes relativisticas em modelos cosmologicos, apesar da desprezivel contribuicao
atual.

Em alguns casos, como aquele que vamos estudar nesse trabalho, nao existe contri-

buigao significativa da radiagdo em alguns periodos césmicos. Nestes casos, é conveniente
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negligenciar componentes ultra-relativisticas, desde que se tenha o controle do erro resul-

tante por adotar tal postura.

Matéria Escura nao Relativistica (CDM)® Zwicky (1937) junto com seus cola-
boradores, mediu a razao massa/luminosidade no aglomerado de Coma (ZWICKY, 1937)
verificando uma discrepancia de 2 ordens de grandeza do previsto (NOVELLO et al., 2010).
A conclusao é que existe uma incoeréncia entre a dindmica orbital observada e a quantidade
de matéria luminosa. Posteriormente, Rubin e Ford Jr. (1970) estudaram as curvas de
velocidade de rotacao de galaxias e concluiram que elas estavam incoerentes com a previsao
tedrica. Ambos os fendmenos podem ser explicados assumindo-se a existéncia de matéria
escura nao baridnica que nao interage com radiagao por intermédio de espalhamento
Compton. Atualmente, matéria escura é necessaria também na explicacao dos efeitos
de lentes gravitacionais (MASSEY; KITCHING; RICHARD, 2010), e na formacao de
estrutura semeando pontos de acre¢ao de matéria (PRIMACK, 1997).

Do ponto de vista termodinamico, a matéria escura se equivale ao comportamento
matéria tipo poeria dos barions (com a obvia diferenga de ndo interagir com radiagao).

Por esse motivo, a equacao de estado é:

p=0. (2.27)

Energia Escura Quando nos primordios da Relatividade Geral, Einstein percebendo
o comportamento dindmico de sua teoria gravitacional, adicionou em suas equagoes um
parametro repulsivo A, a finalidade era de modelar um universo estatico, filosoficamente
mais coerente em sua visao. Porém, com a comprovacao da dinamica césmica por Edwin
Hubble, Einstein assumiu que tal postura era erronea. Sete décadas depois, a determinagao
de um método de calibracao de luminosidade de supernovas do tipo Ia propiciou dados
observacionais que puderam ser utilizados em ajustes de parametros cosmolégicos. Foi
verificado, com isso, que um modelo composto s6 por radiacdo, matéria baridnica e matéria
escura nao era capaz de explicar os dados observacionais, visto que esses estes indicavam
um universo acelerado. Ou seja, existia uma energia escura coésmica que nao estava sendo
considerada. Em contrapartida, ao se considerar o parametro de constante cosmoldgica A
nas equagoes, a cosmologia de Friedmann tornou-se perfeitamente condizente com os dados
de SNIa. Nascia um problema: como explicar essa energia escura que guia a expansao
acelerada do universo?
A respeito de sua natureza, a energia escura pode ser modelada de outras maneiras
que nao como constante cosmoldgica. Em uma dessas formas, supoe-se um fluido ideal

homogeneamente distribuido no universo com uma equagao de estado do tipo p = wp,

8 Do inglés Cold Dark Matter.
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onde w < —1/3. Isto é suficiente para produzir uma aceleracao coésmica. No caso especifico

de constante cosmoldgica, temos w = —1, tal que

p=-p (2.28)

Em outros modelos de energia escura, supoe-se uma equacao de estado do tipo p =
w (a) p(a), onde w é dependente do fator de escala (HANNESTAD; MORTSELL, 2002;
COORAY; HUTERER, 1999; CHEVALLIER; POLARSKI, 2001; LINDER, 2003; PAD-
MANABHAN; CHOUDHURY, 2003; GERKE; EFSTATHIOU, 2002; CUZINATTO; de
MORALIS, 2014). Todas essas parametrizagoes visam resolver a questao fenomenolégica da
energia escura. O problema mais profundo que remete a natureza dessa energia permanece
em aberto, ao menos até a data de apresentacao desse trabalho.

Alguns trabalhos propoem que a aceleragao césmica atual surge de uma nao
aplicabilidade da relatividade geral em grandes escalas, justificando assim a existéncia de
novas teorias de gravitacdo. Como exemplo, as teorias escalar-tensoriais de Brans e Dicke
(1961), teoria de MOND de Milgrom (2001) com a generalizacao TeVeS deBekenstein
(2004) e as teorias de gravitacao f (R) (BUCHDAHL, 1970) tentam substituir os efeitos

gravitacionais das componentes escuras por modifica¢oes na teoria de gravitacao.

2.2 MODELOS COSMOLOGICOS

Para se definir um modelo cosmologico, é preciso determinar quantas e quais sao
as componentes que preenchem o universo. De acordo com a natureza de cada um desses
fluidos, define-se a funcao w; (a) da equagao de estado. Com a equacao estado definida,
obtém-se a evolucao do parametro de densidade com respeito ao fator de escala, fazendo-se
uso das Egs. (2.13), (2.17) e (2.22):

Qi+3Z[wi(a)+1]Qi(a)—0,

resultando em

aw; (a
Q; (a) = Qipa > exp (—3/ (/)da’> , (2.29)

0o a
sendo 2 fixado por condigoes iniciais adequadamente escolhidas. Com as fungoes 2; (a)
individuais, é possivel calcular o parametro de densidade total, que é substituido na

equacao de Friedmann (2.20):

H(a) = HO\I Q (a) + Z Q; (a). (2.30)
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O préximo passo é definir a geometria do universo, fazendo k£ = 41 para espaco
uniformemente curvo e k = 0 para espaco plano e com isso, calcular €2, conforme a
Eq.(2.19).

Por fim, a evolugao temporal do fator de escala sera obtida conforme equacao

diferencial:

da

— =ua H (a). 2.31

= () (231)
Nos préximos topicos, vamos utilizar o algoritmo acima para estudar alguns modelos

simples de universo juntamente com algumas propriedades cosmologicas.

2.2.1 Modelos unicomponente com w constante

Na secao 2.1.4 foram apresentadas as equagoes de estado das componentes cosmo-
logicas classicas, a saber: radiagao, matérias barionica e escura, e constante cosmologica.
Todas compartilham a mesma propriedade: o parametro w da equacgao de estado é cons-
tante no tempo, valendo respectivamente 1/3, 0 e —1. Essas componentes coexistem no
universo e contribuem simultaneamente para a dindmica césmica. Porém, houve alguns
periodos da historia do universo em que um dentre esses fluidos teve uma densidade de
energia predominante, tal que a dindmica cosmolégica fosse quase que exclusivamente
dependente dele. Podemos obter informagoes cosmolégicas significativas desses periodos
estudando modelos cosmologicos unicomponentes.

Vamos imaginar um universo preenchido por um determinada componente com
pardmetro da equagao de estado dado por w. De acordo com a Eq.(2.29), a evolugao do

parametro de densidade no universo sera:

Q(a) = Qa3+, (2.32)

onde temos o aparecimento do parametro €2y que é um valor que deve ser determinado
observacionalmente. Essa constante é interpretada como o valor que parametro de densidade
assume quando o fator de escala é 1 (convencionalmente, correspondente ao tempo atual).

Assim sendo, a equacao de Friedmann para um universo com uma componente

apenas sera:

kc?
22"
Ria

H? (a) = H3Qga 3+ — (2.33)

Substituindo-a em (2.31), podemos obter a evolugao do fator de escala em funcao do

tempo:

kc?
2.9
Ria

d
di(z — 4 JH&QOG—S(LU-H) _

(2.34)
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Existem evidéncias recentes bastante significativas que indicam que em larga escala, o
universo tem curvatura nula (PLANCK Collaboration et al., 2014).” Nesse caso, a Eq.(2.34)

pode ser simplificada para:

da 3
_— = H Q 1_§(w+1)
dt 0\/Yioa

que, quando integrada produz:

o(t) = [1 + WHO\/Q_O(t — to)}2/3(w+1) (para w # —1) (2.35)
exp [HO\/Q_O(t — to)} (para w = —1) .

Um gréfico representando o comportamento da Eq.(2.35) para as componentes de
radiagao, matéria e constante cosmoldgica pode ser visualizado na Fig. 2. Note que, partindo
de um ponto de referéncia onde t =ty e a = 1, um modelo cosmoldgico unicomponente
produzird um universo mais antigo quanto menor for o valor de w. Para componentes com
w =1/3 e w =0, o universo se expande de maneira desacelerada a partir de um Big Bang.
Em contrapartida, a solugao exponencial da constante cosmoldgica requer um universo
com fator de escala inicial.

O fato do universo se expandir desaceleradamente para radiacdo e matéria, e
aceleradamente para constante cosmolégica, pode ser compreendido ao se analisar a
segunda equagao de Friedmann em (2.21), considerando p = wp :

& _AmGp gy (2.36)

a c?

Qualquer componente com valor de w menor que —1/3 ird contribuir para que a velocidade
de expansao do univeso aumente (G > 0). Contrariamente, casos onde w > —1/3 geram

uma contribuigao de expansao desacelerada (i < 0).

2.2.2 Modelo ACDM

J& sabemos as propriedades fisicas gerais de alguns periodos césmicos especificos
em virtude do estudo da cosmologia de universos unicomponentes. No entanto, nada
podemos afirmar a respeito da ordem em que os fenémenos ocorreram. Para esse fim,
necessitamos modelar o universo de maneira mais realistica, onde as componentes coexistam
e contribuam simultaneamente para a dindmica césmica.

O modelo fisico de universo melhor aceito atualmente é denominado ACDM,
conhecido muitas vezes também como modelo cosmologico padrao. Ele é formulado

assumindo a existéncia das seguintes componentes:

9 A medicdo da curvatura homogénea aponta um universo plano com significativa confianca. Vamos

assumir esse resutado como um indicativo de algo mais profundo e realizar o estudo a hipétese de
curvatura nula.
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Figura 2 — Comportamento do fator de escala para modelos cosmolégicos unicomponentes
para radiacao, matéria e constante cosmologica. O tempo ty é aquele onde o
fator de escala vale 1.
Fonte: Do autor.

Radiacao, pela radiacao césmica de fundo e o fundo de neutrinos;

Matéria baridnica, pela distribuicao de galaxias;

e Matéria escura, inferida pela dinamica de rotacao de galaxias e lentes gravitacionais,

dentre outros fendmenos; e

Energia Escura, pela aceleracao coésmica atual.

Apesar de ser facilmente implementavel, ndo estamos interesados em estudar
modelos cosmologicos com curvatura. Essa hipdtese de trabalho se motiva no fato de
que as observagoes em larga escala apontam um universo espacialmente plano (SUZUKI
et al., 2012; PLANCK Collaboration et al., 2014). Portanto, vamos considerar k = 0 e
consequentemente {29 = 0 a partir daqui.

A radiagdo césmica de fundo e o fundo de neutrinos sdo modelados tal como um
gas de fétons com equagao de estado p = p/3. Matéria baridnica e escura por sua vez
como um gas de poeira, com pressao nula, e a energia escura como constante cosmologica

de equagao de estado dada por p = —p. A evolugao do parametro de densidade para cada
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Tabela 1 — Parametros do modelo ACDM obtidos com os dados do satélite Planck.

Parametro Medigao

Hy (km s~Mpe ') 67.3140.96
0,0 x 107 9.234 4 0.005
Qo 0.04904 + 0.00086
Qo 0.2642 + 0.0061

Fonte: (PLANCK Collaboration et al., 2001)

componente, de acordo com (2.29) é

matéria barionica)

(2.37)

(
>

Qe (a) = Qea™>  (matéria escura)
(

constante cosmolégica)

Calculando a Eq.(2.30) em a = 1, conclui-se que a consideragdo da hipétese de

universo sem curvatura resulta no vinculo:

QrO + QbO + QCO + QAO = 1, (238)

culminando na reducao de um grau de liberdade.

Os pardmetros de densidade definem a fun¢ao de Hubble, dada na Eq.(2.30) como:

H (a) = Hoy/Qoa 1 + (Quo + Qo) a3 + 1 — (g + Qo + Qo). (2.39)

Nota-se aqui o aparecimento dos parametros livres do modelo, 6 = (Hy, €40, 210, Qc0), que
devem ser determinados a partir das observacoes. Recentemente, os dados provenientes do

satélite Planck de 2015 propiciaram ajustes para esses parametros, '

que estao fornecidos
na Tabela 1. Usando esses valores na Eqgs. (2.37), concluimos que universo logo ap6s o Big-
Bang foi dominado pela radiacdo. Quando o fator de escala alcancou a = 2.95x 10~* ocorreu
uma transicao de um periodo de radiacao para outro onde a matéria era dominante. Esse
regime permaneceu até o fator de escala atingir a = 0.770 onde a constante cosmologica
passou a ser dominante. O comportamento do parametro de densidade de cada componente,

assim como o parametro de densidade total, pode ser conferido na Fig. 3a.

10 Para se obter o pardmetro de densidade da radiacdo, foi utilizada a temperatura da CMB de

T = 2.72548 £ 0.00057 obtida por Fixsen (2009) e nimero efetivo de espécies de neutrinos de
Neg = 3.046 conforme o trabalho de Mangano et al. (2002).
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Algo que foi mencionado anteriormente e que pode ser observado na Fig. 3a é o
fato de que o universo se comportou como se tivesse apenas uma componente em periodos
de tempo especificos. Isso pode ser concluido verificando que no grafico de evolucao do
parametro de densidade da Fig. 3a, o parametro de densidade total sempre coincide com
o parametro de densidade de alguma componente isolada, com excecao das regides de

transicao.

A evolugao do fator de escala para o modelo é calculada de acordo com a Eq.(2.31):

Hyt = /a
0
0 a\/52r0a 4 (SzbO “cO)a 3 1 (QrO SzbO 52CO)

. (2.40)

e pode ser visualizada na Fig. 3b. '* A idade do universo obtida é de 13.8 bilhoes de anos.
Além disso, de acordo com os dados da Tabela 1, podemos notar que atualmente a energia
total do universo é composta por 0.01% de radiacao, 4.9% de barions, 26.4% de matéria
escura e 68.7% de energia escura.

Tendo definido os modelos cosmolégicos, faz-se necessario agora a elaboracao de
técnicas e ferramentas para realizar comparagoes entre teoria e dados observacionais. Na
secao posterior, faremos um resumo das grandezas fisicas que nos serao tuteis para tornar

factiveis essas comparagoes.

2.3 PROPRIEDADES E DISTANCIAS COSMOLOGICAS

Anteriormente, descrevemos os passos para se construir a funcdo de Hubble de um
modelo cosmologico com a definicao das propriedades de suas componentes. Utilizando
como exemplo o modelo ACDM, calculamos a evolugao do parametro de densidade em
termos do fator de escala e o fator de escala em funcao do tempo. Tendo sido definido, o
segundo passo para a analise de um modelo é a experimentacao. No entanto, as propriedades
fisicas dos dados de fendmenos cosmicos disponiveis muitas vezes nao sao a funcao de
Hubble ou fator de escala. Em vez disso, sao as propriedades e distancias derivadas de a
e H (a) que sdo acessiveis observacionalmente. Portanto, nosso objetivo agora é abordar
quais sao essas grandezas que posteriormente atuarao como ponte entre teoria e observacao

de modelos cosmoldgicos.

2.3.1 Redshift

Um primeiro pardametro que podemos definir é conhecido como redshift. Pratica-
mente todas as informagoes cosmoldgicas a que temos acesso sao obtidas pela luminosidade

emitida por objetos e fendmenos cosmologicos. Ao se decompor o espectro de luz desses

1 Para consideracdes a respeito de solucdes analiticas do fator de escala no modelo ACDM, consulte,

por exemplo, a Ref. (ALDROVANDI; CUZINATTO; MEDEIROS, 2006).
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objetos, é possivel observar deslocamento da frequéncia de algumas linhas de absorcao
em relacdo a posicao espectral caracteristica, medida em laboratério. Esse efeito se deve

a expansao do espago-tempo durante o trajeto dos fétons. Nesse contexto, o redshift é

/\0—/\1 1+U/C v U2
= = = — — 2.41
: A1 \1—v/c c+0<62 ’ (241)

em que \g ¢ o comprimento de onda emitido, A; é o comprimento de onda observado e v

definido como:

a velocidade relativa. A associacdo com o fator de escala é direta e pode ser obtida com
o calculo de desvio para o vermelho do comprimento de onda emitido no espaco-tempo
FLRW (WEINBERG, 1972). Como resultado, temos:

1
1 = —. 2.42
+ z - ( )

Note que, nos dias de hoje, a = 1 e portanto z = 0. Em um universo em expansao, o fator
de escala cresce com o tempo, assim, a medida que caminhamos para o passado, a diminui,
o que significa que z aumenta. Também de acordo com a Eq.(2.42), o Big Bang (a = 0)

ocorre no limite z — oo.

2.3.2 Lei de Hubble

Expandindo em Taylor a fungdo a (¢) em torno de t =t e comparando com (2.42),
concluimos que z = Hy (top — t). Para galaxias relativamente préximas, a distancia pode

ser inferida por d = ¢ (ty — t), de tal modo que:

z= ‘ZO (2.43)

Comparando com a Eq.(2.41):

v = Hod s (244)

que ficou conhecida como a lei de Hubble. Ela foi verificada pela primeira vez por Edwin
Hubble em 1929 utilizando o telescopio do Monte Wilson na Califérnia e é considerada
por muitos o marco inicial da ciéncia da Cosmologia pois comprova o comportamento

dindmico do universo.

Para variados fins, vamos definir nesse ponto a distancia de Hubble:

Dy =2 (2.45)
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2.3.3 Distancia Comodvel Transversa

E de conveniéncia realizar a mudanca da coordenada r para y na métrica FLRW
(2.2), através da relagao dx = dr/v/1 — kr?. Com ela, a métrica FLRW sera:

ds* = dt* — o (t) [dx® + S} (x) (d6” + sen®0d¢” ) | (2.46)

onde

Rosen (x/Ry) k=+1
Sk(X) =19 x k=0 (2.47)
Rpsenh (x/Ry) k= —1

Define-se a distincia métrica ou distancia comdvel transversa 2

como sendo a funcao
Sk (x) que aparece multiplicando o elemento de angulo sélido na métrica FLRW quando

escrita da forma (2.46). Logo:
Dy = Sk (x) (2.48)

2.3.4 Distancia Comdvel na Linha de Visada

A distancia medida por um observador comével ao fluxo de Hubble é conhecida
como distancia comovel. Quando o fator de escala é 1, ela é equivalente a distancia préopria
entre os objetos, e permanece constante a medida que o tempo evolui.

Imagine um feixe de luz emitido na distancia comével x chegando radialmente na
origem de sistema de referencia sem variagdo angular durante o trajeto (df = d¢ = 0). De

acordo com a métrica FLRW, em (2.2), temos:

dx = c— (2.49)

a
lembrando que a luz viaja sempre sobre o cone, i.e, ds = 0. Diferenciando (2.42) com
respeito ao tempo, identificando com a relagao (2.16), temos dt/a = —dz/H.

Definimos a funcao:

H (2)
E = 2.50
para reescrever:
a1 dz
a  HyE(z)

12 A nomenclatura “distancia métrica” é sugerida por Baumann (2014) enquanto “distancia comével

transversa” é adotada por Hogg (1999).
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Podemos integrar a Eq.(2.49), para contabilizar a distancia comével percorrida pelos fétons

desde a emissao em t; até o a observacao em tg:

/Xd'—c/t()dt——c b =
o X7 n oa  Hyl: E(2)

z dz

0o E(2)

X = Dnu (2.51)

em que Dy é a distancia de Hubble.

2.3.5 Distancia Prépria

A distancia prépria D, entre dois objetos é definida como o comprimento geodésico
entre os dois pontos em um tempo fixo (ou fator de escala fixo). Da métrica FLRW com
dt = 0, temos:

ds®> = —a* (t) [dXQ + 52 (x) <d92 + sen29d¢2>} :

Portanto, define-se um elemento infinitesimal da distancia prépria dD, como:

2 2
dD, = —ds~,

ou seja

dD; = a® [dxz + 57 (x) (d92 + Sen29d¢2>} :

Dessa equacao, podemos focar em dois casos especificos:

e Distancia Prépria Radial, onde fixamos df = d¢ = 0, tal que dD, = ady. Logo:
D, = ay, (2.52)
em que a esta fixo; e

e Distancia Proépria Transversa, onde fixamos dy = d¢ = 0, obtendo:
dD, = aS; (x) d0 = D, = aSj (x) A9 .

D, = aDyAf | (2.53)

em que Af é a separacao angular dos dois pontos.
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2.3.6 Distancia de Diametro Angular

Em alguns casos, o tamanho de um objeto astrofisico é conhecido. A distancia de
diametro angular até esse objeto é definida pela razao entre o didmetro transverso D a

linha de visada e o tamanho angular A do objeto em radianos (c.f. Fig.4a):

_ D
A6

O tamanho transverso D do objeto pode ser obtido através da distancia prépria

D (2.54)

transversa, calculada conforme (2.53). Entao:

aDMAé’
Dy=———.
A AO
Dy
Dy = ) 2.
AT 14 (2.55)

2.3.7 Distancia de Luminosidade

Acredita-se que a luminosidade absoluta L de uma supernova tipo Ia, por exemplo, é
uma quantidade conhecida. Por essa razao, elas sdo consideradas velas padrao. A distancia
de luminosidade é uma distancia cosmolégica que visa utilizar deste fato para estabelecer
o afastamento de uma fonte luminosa. Visto que a luminosidade cai com o inverso do
quadrado do raio, é possivel estimar a distancia de um objeto luminoso comparando a
intensidade observada com a emitida, supostamente conhecida.

Imagine uma fonte de luminosidade sendo observada, conforme Fig. 4b. No espago-
tempo de Minkowski, a relacdo entre luminosidade absoluta e o fluxo observado F' é
F = L/47x?. Para o espago-tempo FLRW, algumas mudancas devem ser feitas. Isto
porque a esfera centrada na fonte que acompanha o fluxo de fétons tem area dada por
47 D3,. Também, a taxa de fétons que deixa a fonte é maior que a dos fétons que chegam
a ser observados por um fator 1/ (1 + z). Além disso, a energia dos fétons é reduzida por
um fator 1/ (1 + z) devido a expansao do espago-tempo (BAUMANN, 2014). Logo:

L L
= 5 = 5 (2.56)
47 D3, (1 + 2) A D7
onde foi definida a distancia de luminosidade:

Note que podemos relacionar a distancia de luminosidade com a distancia de diametro

angular por:
Dy

Dy=—%+_.
ATt

(2.58)
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2.3.8 Magnitudes

A distancia de luminosidade depende da medigao do fluxo luminoso de determinado
objeto astronomico. Os requisitos tecnoldgicos necessarios para mensurar tal quantidade
nem sempre foram disponiveis aos estudiosos de astronomia que desenvolveram um método
proprio de caracterizar as luminosidades vindas de objetos celestes. Os primérdios da
utilizacao desse método, conhecido por sistema de magnitudes foi desenvolvida por Hiparco
(160 — 125 a.C.) que atribuia qualitativamente aos objetos celestes os valores de 1 para
objetos de maior brilho, até 6 para objetos mais fracos (MORAIS, 2009).

e Magnitude aparente (m)

Foi Norman Robert Pogson (1829 — 1891)que prop6s em 1856 a magnitude absoluta
dada por (ISHIDA, 2010; OLIVEIRA FILHO; SARAIVA, 2000):

m = —2.5log,, F' + const. (2.59)

onde F' é o fluxo luminoso do objeto de interesse e const é uma constante que define o

zero de escala, comumente impondo a nulidade da magnitude aparente da estrela Vega.
e Magnitude absoluta (M)

E definida como a magnitude aparente que a fonte apresentaria caso estivesse a 10
pc de distancia. Visto que a luminosidade L ¢é independente da distancia, podemos utilizar
a Eq.(2.57) para relacionar o fluxo Fjo da fonte a 10 pc com o seu fluxo na posigao original
F:

L =4nD% (1+ 2)° F = 4x (10pc)® (1 + 2)* Fyo ,

i.e.

Dy \*
Fio = F
0 <10pc>

A magnitude absoluta de acordo com a sua defini¢ao, quando aplicada em (2.59), resulta

(G200

D \2
M = —2.5log,, Fio + const = —2.51og,, F' + const — 2.5log;, (10L> )
pc

Dy, Dy,
M =m —5log,y —% = m — 5log,y ——%— — 25. 9.
m — 5logy, T0pe m — 5logy, T Mpe 5 (2.60)

e Modulo de distancia (u)
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Por fim, define-se o modulo de distancia como sendo a diferenca de magnitude

aparente e absoluta:

w=m— M. (2.61)
De acordo com a Eq.(2.60) temos:
Dy
=5l — 2 2.62
p = 5logyg (Mpc) + 25, (2.62)

em que o fator 25 aparece quando se faz a troca de unidades de pc para Mpc.

2.4 COMENTARIOS FINAIS

Todo conteuido desse capitulo é um levantamento das ferramentas basicas para se
estudar modelos cosmolégicos. No capitulo posterior adentraremos no foco do trabalho
propriamente dito: a unificagdo da matéria e energia escura. Todavia, deve-se lembrar
que toda base conceitual até agora foi colocada da maneira mais geral possivel, sob uma
Otica termodinamica, sendo que pode ser utilizada para modelos cosmoldgicos quaisquer.
Quaisquer componentes com propriedades termodindmicas bem definidas podem ser le-
vadas em conta nessa abordagem. Por exemplo, tal ferramental possibilita a descri¢ao
de modelos de universos com eletrodinamicas modificadas, desde que se tenha obtido de
antemao a equacao de estado da referida componente. Ainda, essa ferramenta engloba
a possibilidade do estudo de modelos ex6ticos de energia escura, partindo de uma para-
metrizagao especifica para o pardmetro wpg (a) (DE relativo a dark energy). No entanto,
a possibilidade de acoplar termos adicionais na acao de Einstein-Hilbert nao foi aqui
explorada, muito em virtude dos objetivos desse trabalho que se limita ao estudo das

propriedades termodinamicas de uma componente cosmoldgica unificada.
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Algumas propriedades cosmolédgicas do universo descrito pelo modelo ACDM
com pardmetros Hy = 67.31km s~ Mpc™!, Q0 = 9.234 x 1075, Oy = 0.04904,
Qe = 0.2642 e Q9 = 0.6867. (a) Comparagao da evolucao dos parametros
de densidades das componentes e o parametro de densidade total. Na figura,
sao indicados os fatores de escala de transicao dos periodos de dominio das
componentes. Note que, com excecao das regioes onde ocorre transicao de
regime, o pardmetro de densidade universo via modelo ACDM tende ao de um
universo unicomponente. (b) Fator de escala em fun¢ao do tempo césmico. Fica
claro a transicao entre o regime desacelerado de a(t) para o seu comportamento
acelerado em um valor de tempo proximo dos dias atuais.

Fonte: Do autor.
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Figura 4 — (a) Ilustragao das grandezas envolvidas na definicdo da distancia de didmetro
angular. (b) Geometria associada a defini¢cao da distdncia de luminosidade.
Fonte: (BAUMANN, 2014).
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3 UNIFICACAO DE MATERIA E ENERGIA ESCURA

No capitulo anterior, foi verificado que o modelo cosmoldgico padrao assume
homogeneidade e isotropia espacial e relatividade geral como teoria correta de descricao
dos efeitos gravitavionais. Nos redshifts de interesse (z = 0 ~ 10), a contribui¢ao para
radiagdo na Eq.(2.39) é desprezivel, tal que o modelo ACDM em uma geometria plana

pode ser descrito por:

H (a) = Hoy/(Qu0 + Qeo) a3 + 1 — (o + Qo). (3.1)

Foi comentado também, e veremos detalhadamente mais adiante, que esse modelo é aquele
que melhor explica os dados observados. No entanto, apresenta varios problemas intrinsecos
no que tange a natureza das componentes escuras.

Quando se assume a existéncia de matéria barionica apenas, alguns fenomenos
gravitacionais permanecem nao explicados. E por isso que se admite a presenca de matéria
escura nao relativistica. Varios modelos teéricos demonstram potencialidade em prever
a existéncia de particulas de matéria escura (PRIMACK, 1997; ZHANG; ZHAO, 2015),
sendo o modelo de WIMP’s! o de maior notoriedade. Em teoria, particulas WIMP podem
ser detectadas através de seu espalhamento com niicleos de xenénio gasoso (MCCABE,
2016). Esse é o principio bésico do funcionamento dos experimentos LUX?, XENOMI10 e
XENOM100? (AKERIB et al., 2013; BAUDIS, 2007; APRILE et al., 2012b). No entanto, até
o momento, nenhuma evidéncia de matéria escura pode ser encontrada nesses experimentos
(AKERIB et al., 2014; ANGLE et al., 2008a; ANGLE et al., 2008b; APRILE et al., 2012a).

Problemas conceituais acerca da natureza da energia escura também existem. O
modelo de energia escura melhor aceito é o de constante cosmologica. Se, por um lado, é
possivel mensurar a magnitude da constante cosmolégica através de observagoes, por outro
nao existem teorias que produzem previsoes teodricas satisfatérias desse valor. A ideia mais
promissora aponta a energia de ponto zero do vacuo associada a flutuagdes quanticas como
origem da energia escura. No entanto, os calculos a partir da teoria quantica de campos
preveem uma densidade de energia que difere de 60 a 120 ordens de grandeza do valor
observado para a constante cosmoldgica (Zel'Dovich, 1967; WEINBERG, 1989; PISANO;
REIS, 2001; MARSH, 2007). Esse problema ficou conhecido como a catastrofe do vicuo
(tradugao de livre de vacuum catastrophe) (ADLER; CASEY; JACOB, 1995).

Outro problema associado as componentes cosmoldgicas escuras é o da coincidéncia
cosmica. No modelo ACDM, os efeitos da constante cosmoldgica foram despreziveis por um

periodo significante no inicio do universo, ao passo que sera dominante no futuro. Apenas

Weakly Interacting Massive Particles.
Large Underground Xenon experiment <http://luxdarkmatter.org/>.

3 <http://xenon.physics.rice.edu/>


http://luxdarkmatter.org/
http://xenon.physics.rice.edu/
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durante uma pequena fragdo de tempo cosmoldgico as duas componentes escuras (matéria
e energia escuras) apresentariam densidade de energia na mesma ordem de grandeza.
Portanto, somente a coincidéncia pode explicar o fato de que tal periodo de tempo estéa
ocorrendo atualmente. Além disso, se ambas as componentes sao realmente distintas e
tém a mesma ordem de grandeza atualmente por coincidéncia, existe em contrapartida o
problema do ajuste fino nas condigoes iniciais da constante cosmologica para que esta passe
a dominar somente em tempos cosmologicos recentes (VELTEN; MARTTENS; ZIMDAHL,
2014).

O modelo ACDM apresenta além desse problemas conceituais, uma série de outras
inconsisténcias observacionais (PERIVOLAROPOULOS, 2008). Dentre elas:

Fluxo de Velocidade em grandes escalas Em que a magnitude das velocidades

peculiares galacticas observadas sao significativamente maiores que as previstas pelo modelo
ACDM.

Brilho das Supenovas Tipo Ia O ACDM prevé um brilho menor para as SNIa’s

de altos redshifts daqueles valores que sao observados;

GalAaxias nos vazios® As observacdes apontam um ntimero menor de galdxias anas

ou irregulares nos vazios do que aquele previsto pelo ACDM .

Distribuicao de densidade nos halos de matéria escura O modelo ACDM
prevé que o perfil de distribuicdo de densidade de matéria nos halos de matéria escura
sejam de baixa concentragdo, seguindo o perfil de Navarro-Frank-White (NAVARRO;
FRENK; WHITE, 1996; NAVARRO; FRENK; WHITE, 1997). Isto ndo é condizente com

as observagoes.

Distribuicao de densidade nos halos galacticos A previsaio do ACDM para
o perfil de densidade massica nos halos galacticos é de nicleos bem densos com baixa
concentragao massica exterior. Porém, as observacoes indicam galdxias com densidade

constante nos nicleos e um perfil exterior achatado de alta densidade de matéria escura.

Quantidade de galaxias em disco O numero observado de galdxias chatas, em

formato de disco, é maior do que o previsto pelo modelo ACDM.

O cenario apresentado até agora é propicio ao estudo de possibilidades alternativas

ao ACDM. Uma delas consiste em interpretar os dados provenientes de matéria e energia

4 Vazios, traducdo livre de “voids”, sdo grandes volumes no universo com nenhuma ou muito poucas

galaxias, de tal modo que se apresentam escuros nas observacoes astronémicas.



95

~0.2-

—0.4f :

Weftt

—O.8j 1

~1.0- ‘ ‘ ‘ .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 5 — Componente escura efetiva obtida da soma das propriedades de matéria escura
e energia escura (constante cosmolédgica) com pardmetros de densidade dados
respectivamente por Q. = 0.2642 e Qp9 = 0.6867. A transicao tedrica de
regimes ocorre com fator de escala a = 0.7273.

Fonte: Do autor.

escuras como sendo diferentes manifestagoes de apenas uma componente escura, geralmente
conhecida por quartesséncia. Para isso, tal componente unificada deve respeitar algumas
caracteristicas. Em primeiro lugar, nao exercer pressao no passado cosmico para nossa
descri¢ao do universo estar condizente com a formacao das estruturas. Depois, a componente
deve apresentar atualmente uma pressao negativa suficiente para produzir um regime de
aceleracao césmica.

Apesar dessas incoeréncias, o modelo ACDM ajusta-se bem a grande maioria dos
conjuntos de dados observacionais. Podemos utilizar essa consisténcia para obtermos alguns
insights a respeito da fenomenologia da componente unificada. Para isso, idealizamos um
fluido efetivo cujas propriedades termodinamicas intensivas podem ser obtidas pela soma
das propriedades equivalentes de matéria e energia escuras. Nesse caso, a densidade de
energia efetiva sera dada por p.g = p. + pa € pressao efetiva p.g = p. + pa, resultando em

uma equacao de estado para a componente escura unificada dada por:

Deft _ Pc+DPr _ —Pro

Pt PctPr Pco@ >+ Pag

Wefr =

9

que equivale a

—1
Weff = (32)
(

Qco) ,—3 '
QAo) a—+1
Note que para valores grandes de fator de escala, a Eq.(3.2) tende a assumir o valor

de —1, mimetizando um comportamento tipo constante cosmolégica. No entanto, para
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valores pequenos de a, weg =~ 0, similar a natureza da matéria escura nao relativistica. O
comportamento funcional da Eq.(3.2) de acordo com os valores fiduciais para os pardmetros
cosmolégicos dados na Tabela 1 esta ilustrado na Fig.5 .

O objetivo é determinar os mecanismos possiveis para que a componente unificada
tenha parametro da equacgao de estado com comportamento assintotico similar aquele

apresentado na Eq.(3.2).

3.1 QUARTESSENCIA - COMPONENTE ESCURA UNIFICADA

Devido aos problemas associados ao modelo ACDM, foi necessario elaborar alterna-
tivas para constante cosmolégica a fim de explicar origem da energia escura. Baseando-se
nos mecanismos classicos de producao do periodo primordial inflacionario, foi proposto que
a aceleracdo cosmica atual fosse resultante da existéncia de um campo escalar ¢ com termo
cinético candnico que evolui sob a ac¢do de um potencial V' (¢) e por sua vez é minimamente
acoplado as acao de Einstein-Hilbert. Como na época ja se tinha conhecimento de quatro
fluidos cosmoldgicos (fétons, neutrinos, matéria bariénica e matéria escura), essa nova
componente ficou conhecida como quintesséncia (TSUJIKAWA 2013). Uma variacao dos
modelos quintessenciais sao os modelos de k-esséncia que envolvem a substituicao do
termo cinético canonico da lagrangeana quintessencial por uma que apresente um forma
funcional qualquer do termo 0,p0"¢.

Ambos os modelos de quintesséncia e k-esséncia tratam matéria e energia escuras
como componentes distintas. Os modelos de quartesséncia, ou modelos de matéria escura
unificada (UDM, de Unified Dark Matter), surgem nesse cendario na tentativa de descrever
a fenomenologia césmica unificando os efeitos das componentes escuras em apenas uma
componente. Os candidatos naturais a esses modelos sdo aqueles baseados no gas de
Chaplygin (KAMENSHCHIK; MOSCHELLA; PASQUIER, 2001; BENTO; BERTOLAMI,
SEN, 2002; BILI¢; TUPPER; VIOLLIER, 2002). Tais modelos foram bastante estudados
e apresentam resultados bastante interessantes, sobretudo nas abordagens de cosmologia
de background.

Nessa se¢ao, comentaremos brevemente algumas caracteristicas dos modelos UDM
de campo escalar minimamente acoplado a agao de Einstein-Hilbert responsaveis em
produzir os fendmenos de matéria e energia escura observados.

Apesar de bastante interessante, a ideia de componentes escuras unificadas traz
um problema. Para reproduzir os dados observados, os modelos unificados devem ser
rigorosamente equivalentes ao modelo ACDM (SANDVIK et al., 2004). Isso ocorre porque,
quando a velocidade do som tende a zero de maneira um pouco mais lenta do que em relagao

ao ACDM, o comportamento do power spectrum de matéria® é bem instével e incompativel

>  Em muitos textos de lingua portuguesa, o power spectrum é referido como “espectro de poténcias”.

Todavia, foi decidido adotar power spectrum nessa dissertacao para estarmos condizentes com as
referéncias bibliograficas. O leitor encontrard mais sobre power spectrum adiante neste texto, no Cap.
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com os dados observados. Por conta desse problema, alguns autores introduziram os
modelos quartessenciais com transi¢cao rapida, tal que a velocidade do som no fluido
cosmico tende abruptamente a zero a medida que se considera tempos mais primordiais
(FELICE; NESSERIS; TSUJIKAWA, 2012; LAZKOZ; LEANIZBARRUTIA; SALZANO,
2016).

Uma alternativa é a unificagdo realizada por meio de expressdes matematicas que
satisfazem alguns requisitos fenomenoldgicos esperados. Uma das estratégias consiste em
parametrizar a aceleracao césmica propondo expressoes para a evolucao do parametro de
aceleragdo bem como o parametro da equagao de estado (REIS, 2007). Baseando-nos nesse
tipo de abordagem, propomo-nos estudar um modelo de unificagao fenomenolégico que
descreve a evolucao da funcao w em relacao as variagoes do fator de escala.

Nesse capitulo, faremos um breve revisao dessas familias de modelos de quartes-
séncia, ressaltando as idéias principais que motivaram a elaboracao e o estudo do nosso

Modelo Unificado que sera considerado até o fim deste trabalho.

3.1.1 Gas de Chaplygin Generalizado (GCG)

A primeira ideia de modelo de quartessencia foi elaborada no inicio da década de
2000, com uma unificagao descrita pela equacao de estado na forma do gas de Chaplygin
(KAMENSHCHIK; MOSCHELLA; PASQUIER, 2001; BENTO; BERTOLAMI; SEN, 2002;
BILI¢; TUPPER; VIOLLIER, 2002):

A
pPoc = ——, (3.3)
Pca

em que A > 0. Todavia, apesar de interessante, esse modelo nao é condizente com as
observagdes (DAVIS et al., 2007). Recentemente, despertou-se o interesse da comunidade

cientifica por um modelo de gas de Chaplygin generalizado, cuja equagao de estado é dada

por:
A
PGec = — 7 a- (3.4)
(Paca)
Portanto
D A
weeg = = — o (3.5)
Paca (Paca)
Através do vinculo de conservagao de energia, dado na Eq.(2.13), obtemos:
_ 1/(1+a)
pece = AV {1 +5a S(HQ)} (3.6)

em que 3 = (p(lfaoé’o — A) JA e pacao ¢ a densidade do gas de Chaplygin quando fator

de escala vale 1.
0.
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Figura 6 — Parametro da equacao de estado do gas Chaplygin para unificacao das compo-
nentes escuras e comparacao com o modelo fiducial da cosmologia (ACDM fid).
Fonte: Do autor.

Substituindo (3.6) em (3.5), temos:

-1
q—3(1+a) +1 ’

waeea — B (37)

Comparando a Eq.(3.7) com a equagao para w efetivo de matéria/energia escuras em (3.2),
vemos que a modelagem de fluido unificado pode recuperar o modelo ACDM, ao menos a
nivel de cosmologia de background,® se o~ 0 e 3 ~ Qc/Qno ~ 0.385. A Fig. 6 traz curvas
de w do gas de Chaplygin em termos do fator de escala com algumas combinagoes dos

pardmetros v e A, e as compara com w efetivo das componentes escuras referentes ao

modelo ACDM.

O grande problema com o modelo do gas de Chaplygin generalizado aparece quando
se realiza uma abordagem cosmolodgica perturbativa. Verifica-se que para predizer o power
spectrum da matéria, o modelo requer um ajuste muito fino dos pardmetros, apresentando
oscilacoes ou divergéncias em vez de um crescimento polinomial para pequenas variagoes
paramétricas (MIAO et al., 2011a). Isso ficard mais claro no Cap. 6 quando abordarmos a

teoria de perturbagoes cosmologicas.

6 Cosmologia de background é o nome que se da aos estudos cosmolégicos obtidos da hipétese de

universo homogéneo e isotropico.
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3.1.2 Modelos de Matéria Escura Unificada (UDM) com Campo Escalar

Sao os modelos onde considera-se um campo escalar acoplado a gravitagdo no

funcional da acao de Einstein-Hilbert:

S=Sc+S,= /d4zv\/—_g <§L VL (@,X)) , (3.8)
em que:
X — —;vmpvw | (3.9)
O tensor energia momento do campo escalar ¢ tem a forma:

que leva a equagoes de movimentos descritas por:

VeV + L (0, X) g (3.10)

X
9 (Oup) e

Se V¢ ¢ tipo-tempo, entao S, descreve um fluido perfeito com tensor energia momento
dado por

T, = (p+p) www + pgpw (3.12)
pressao igual a

p=p(p,X)=L(p,X) (3.13)
e densidade de energia
IL (¢, X)

p=rplp,X)=2X — L (e, X). (3.14)

0X
Com a defini¢ao dessas propriedades intensivas, é possivel caracterizar o parametro da

equagao de estado pela razao w = p/p, que nesse caso seria:

L -1
_ - . 3.15)
IL (o, X) x_ OL(p, X) (

Comentamos no inicio do capitulo que uma componente unificada que esteja de

Wy

acordo com as observacoes deveria apresentar uma equacgao de estado com comportamento
assintotico préximo ao da Eq.(3.2). Através da comparagao entre as Egs. (3.2) e (3.15),
percebe-se uma semelhanga estrutural algébrica, o que torna esse tipo de abordagem tao

promissora. O objetivo seria entdo determinar uma lagrangeana L (¢, X), tal que o valor
X oL (907 X )

©,X) OX
suficiente para descricdo de uma componente que nao exerce pressao quando a — 0 e gera

do termo —2 il divirja no passado e tenda a zero no futuro. Essa condicao é

uma pressao negativa quando a — oo.
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No geral, esses modelos apresentam caracteristicas também interessantes quando
estudados no ambito da cosmologia perturbativa, mas que fogem do escopo desse trabalho.
Para abordagens mais generalistas, indica-se o trabalho de Bertacca, Bartolo e Matarrese
(2010) que cataloga, classifica e exemplifica varias familias de modelos de quartesséncia

guiadas por campo escalar.

3.1.3 Modelos de Transicao Rapida

Nos modelos de transicao rapida, a ideia é descrever um fluido unificado cuja tran-
sicao do estagio despressurizado para o estagio de aceleracao cosmica ocorra abruptamente.
Propoe-se nesse caso um parametro de densidade do universo do tipo (BRUNI; LAZKOZ;
ROZAS-FERNANDEZ, 2013):

Qy

Quon (@) = 2, (‘Z)s + O l1 - <aﬂ O(a—a) (3.16)

com a; o valor do fator de escala onde a transi¢ao de regimes acontece e O (a — a;) desempe-
nhando o papel de uma fun¢ao de transicao, por exemplo uma fungdo Theta de Heaviside.
Quando a < a;, o fluido terda um comportamento de matéria tipo poeira com densidade
Q; (a;/a)’. Para a > ay, o fluido terd uma densidade de energia (Q, — Q) (as/a)® + Qa
recuperando o cendrio ACDM (LAZKOZ; LEANIZBARRUTIA; SALZANO, 2016).

A abordagem mais comum para definicao de fungoes de transicao é reproduzir

aquelas do tipo Heaviside. Dois exemplos bem comuns sao:

Oa—ay) = ; + ;tanh 28 (a — a) (3.17)

ou

O(a—a) = ; + iarctan B (a —a)] - (3.18)

O parametro 8 tem a funcao de controlar a velocidade da transi¢ao pois ¢ exatamente
o valor da derivada da funcao de transicao com respeito ao fator de escala calculada em
a;. Salienta-se que, nesse tipo de abordagem, é comum a proposicao de parametriza¢oes

diretamente no parametro de densidade.

3.1.4 Parametrizacdes da funcdo w (a)

Conforme ja comentado, uma outra abordagem é unificar as componentes escuras

do universo por meio de fenomenologia. No trabalho de Ishida et al. (2008) o pardmetro

de desaceleracao, definido por ¢ = —da/a? foi descrito através da parametrizagao:
4 — g
q(z) =g + L (3.19)
_ % (1+Zt)
qr \ 1+z
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em que ¢; e ¢ sao os valores assintéticos extremos de ¢ (z), 2 € o redshift de transicao e 7
um parametro que regula a velocidade de transicao.

Seguindo a mesma linha, Reis (2007) utilizou parametrizagoes semelhantes para
unificar matéria e energia escuras através do parametro da equacao de estado. Dois

exemplos estudados foram:

)=y e wpys [ (52)"

o (52)"

w(z) =wy +

Essas duas parametrizacoes descrevem uma transicao de w; para wy com velocidade

regulada pelo parametro 7.

Nesse trabalho, adotamos uma postura semelhante a essa. Propomos uma para-
metrizagdo para fun¢ao w, (a) que tenha comportamentos assintéticos similares a (3.2):
a funcao deve tender a 0 quando o fator de escala for pequeno e ter algum valor menor
que —1/3 em tempos cosmolégicos recentes. A fim de adequar o modelo com os dados
observacionais, proporemos parametrizagoes em termos do redshift em vez do fator de
escala. Tal procedimento nao culmina em nenhuma ambiguidade visto que a relagao entre
fator de escala e redshift é bijetora.

Bruni, Lazkoz e Rozas-Fernandez (2013) utilizaram uma func¢ao de transicao
dependente de arctan em seu modelo com rapida transicao. Essa funcao de transicao leva
a densidade de energia de um estagio de matéria escura para um cenario ACDM. Essa
caracteristica nos prové um insight para uma parametrizagao, que leva o parametro da

equacao de estado de w = 0 para w = —1 :

w, = iarctan (az — B) — 3 (3.20)
e depende de dois pardmetros livres (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016). O
parametro « define a taxa de transicdo enquanto que [ fornece o valor w, para redshift
nulo. Além disso, a razdo 5/a estd relacionada com o redshift de transigao, em que o
comportamento de (3.20) deixa de ser efetivamente o de matéria escura e passa para o de
constante cosmolodgica. A taxa de transicao serd tao rapida quanto maior for o valor de «,
quando o outro parametro for mantido constante (vide a Fig.7a). Nota-se ainda que, o
valor de w, no redshift zero independe do valor de a. No entanto, mantendo fixo o valor
de « e variando f3, tal como a Fig. 7b, observa-se que o valor do redshift de transicao

cresce conforme cresce o valor de 5. De fato, se encararmos o redshift de transicdo como
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Figura 7 — Curvas da fungao w,(z) para diferentes valores dos pardmetros cosmologicos.
Fonte: Do autor.

aquele onde o valor de (3.20) é intermedidrio a 0 e —1, ou seja —1/2, obtém-se a expressao

para o redshift de transicdo em termos dos parametros a e f3:

«

A modelos cosmoldgicos composto por equacdes de estado do tipo (3.20) daremos
o nome de Modelo Unificado (UM do inglés Unified Model). Uma caracteristica do Modelo

Unificado é o comportamento assintético da equagao de estado no redshift de infinito
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futuro, ou seja z = —1. Diferentemente do ACDM, onde weg ¢ —1, no Modelo Unificado
o valor de wy é maior que —1 nesse mesmo valor de redshift, dando ao modelo uma
caracteristica de componente quintessencial em valor de redshifts menores que zero. Mais

sobre isso na Sec. 5.2.3.

3.2 EQUACOES MODELO UNIFICADO

O modelo cosmologico que objetivamos estudar tem geometria plana e é composto

7 as nao relativisti-

por trés componentes: a ultrarelativistica, dada por fétons e neutrinos;
cas, dadas por matéria baridnica; e a componente unificada (ou quartesséncia). A essa
configuragdo denominaremos Modelo Unificado. J& foi comentado anteriormente que as
propriedades termodinamicas das componentes ultrarelativisticas e da matéria barionica
sao descritas por equagoes de estado do tipo p = wp, onde w vale 1/3 para a radiagao e 0
para matéria baridonica tipo poeira. Nesses casos, o parametro de densidade de energia

evolui conforme Eq.(2.37):

Q, (a) = Qoa* (radiacio

(a) = Dga™"  (radiagao) o
Oy, (a) = Qa3 (matéria baridnica)

Para se obter a evolugao do parametro de densidade da componente unificada, reescreve-se

a Eq.(2.29) substituindo a por z conforme (2.42):

1+2 o 2 ( 1+ 2

. Qll /
Qu:32'<wu(z’ﬁm>gu(z)j i, _3/ (w“ ’@Jrl)dz

Qu (2) = Qo (14 2)° exp (3 OZ Wdz’> : (3.23)
em que 2,0 é o parametro de densidade atual da componente unificada. Obviamente, a
evolugao do pardmetro de densidade depende das parametrizagoes para w, (z, ) propostas
na Sec. 3.1.4, sendo p o vetor de pardmetros. Para a Eq.(3.20), temos p' = (a, 3). O

anulamento da constante de curvatura pode ser traduzida no vinculo:

Qo + Do + Qo = 1. (3.24)

O pardmetro de Hubble para o Modelo Unificado conforme a Eq.(2.30) assume a forma

funcional:

H(z)= HO\J Qo (14 2)" + Qo (1+2)° + (1 — Qo — Qo) (1 +2)  exp (3 ; Wdz’).

(3.25)

Como feito anteriormente, trataremos fétons e neutrinos como uma tnica componente de radiacao.

7
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Na maior parte das vezes, estaremos interessados em estudar fenémenos com redshifts

menores que 10. Nesse regime, a contribuicao da radiacao é infima e pode ser desprezada,

resultando como fung¢ao de Hubble do Modelo Unificado a equacao:
Modelo Unificado

H(z) = HO\J Qo (1 + 2)° + (1 — Qo) (1 + 2)° exp (3 Oz w‘{&%@dz’) . (3.26)

Note que a barra acima de H em (3.25) estd indicando que o pardmetro de Hubble ali
expresso € o completo, que leva em consideracao a radiagao. No entanto, raramente a
fungdo de Hubble completa sera utilizada. A partir desse ponto, sempre que chamarmos
pela fungdo de Hubble do Modelo Unificado, entenda-se que se estamos falando da Eq.(3.26)
que nao considera radiacao. Casos especificos serao comentados quando necessério.

Os parametros cosmologicos do Modelo Unificado sdo Hy, 29 € 0 vetor p que
parametriza a componente escura unificada. Para estudar a transicdo do comportamento
de expansao desacelerada para o de expansao acelerada, vamos ajustar os parametros
cosmologicos utilizando um conjunto de dados observacionais. Na secao posterior, sera
comentado resumidamente sobre as técnicas de andlise de dados que irao proporcionar

formas de avaliar os modelos cosmolégicos por meio de dados observacionais.
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4 TECNICAS DE ANALISE DE DADOS

O problema geral que nos propomos a analisar nesse trabalho consiste em obter
os valores dos parametros 6 do modelo cosmologico que melhor descrevem um conjunto
de observaveis y;. No Modelo Unificado (3.26), tais pardmetros sao a densidade de ma-
téria baridnica ({2,9) e os parametros da componente unificada (p), além da constante
de Hubble (Hy). Neste modelo, Gy = (Ho, Qno, 7). Jé para o modelo ACDM (3.1), te-
mos a constante de Hubble e os parametro de densidade de matéria barionica e escura
(respectivamente Qg e ), com gACDM = (Ho, Quo, Qeo)-

Para estimar tais pardmetros, devemos ser especificos quanto a escola de pensamento
estatistico que vamos adotar. Existem duas abordagens: frequentista e bayesiana. Na
abordagem frequentista, a ideia de probabilidade esta atrelada a frequéncia de ocorréncia
de um determinado evento. Ela é a razao entre a frequéncia de ocorréncia e a quantidade
de medi¢oes (MARCH, 2013). Na estatistica bayesiana, aquela que vamos adotar, a
probabilidade estd associada ao grau de confiabilidade na ocorréncia de um determinado
evento. Ao se especificar um intervalo de parametros com probabilidade p, estamos dizendo
que a probabilidade dos valores paramétricos verdadeiros estarem contidos nesse intervalo é
p. Esta maneira de se pensar permite utilizarmos fungdes de distribuicao de probabilidades
para especificar o nosso conhecimento a respeito do sistema em estudo. (CAMPOS, 2006).

Considerando um evento A cuja probabilidade de ocorréncia é dada por p (A), e
outro evento B com probabilidade p (B), a probabilidade de ambos os eventos ocorrerem
é p(A, B). No entanto, visto que um destes eventos ji ocorreu, digamos o evento B, a
probabilidade de A ocorrer serd p (A|B) . Por coeréncia, a probabilidade da ocorréncia dos

dois eventos é:

p(A,B)=p(A)p(B|A) =p(B)p(A|B),

que pode ser reescrito como:

p(Bl4)p(4)
p(B)

Este resultado é conhecido por teorema de Bayes. Na estimativa dos parametros de um

p(AB) = (4.1)

modelo, o evento B se caracteriza pela obtengao de um conjunto de medigoes y; (2;), i.e.
{(zi,y:)} = {Yi}. O evento A é definido por um determinado conjunto de valores dos

parametros . Desse modo, temos:

) ({Yz} |5> : probabilidade de obter os dados observados {Y;} dados os valores dos

parametros 6 do modelo; e
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o (5 \ {Y;}) : probabilidade de que um determinado conjunto de valores dos parametros

do mesmo modelo esteja de acordo com o conjunto de dados observados.

Portanto, a probabilidade de que uma configuragao paramétrica g em virtude dos

dados observacionais {Y;} pelo teorema de Bayes sera:

p({¥i}16) p ()
p{Yit])

No nosso caso, o intervalo de valores que as grandezas cosmolégicas podem assumir

p(01{vi}) =

é continuo, bem como o intervalo dos valores dos parametros. O teorema de Bayes nessa
situagao é reescrito em termos de fungoes de distribui¢ao de probabilidades (PDF, do

inglés Probability Distribution Function) como:

P ({¥i}16) P (6)
P({v}))

em que P (5 ] {Yl}> ¢ a PDF a posteriori dos parametros do modelo dados os valores das

P(01{v3}) = (4.2)

grandezas observacionais. P ({Y,} |§) é a PDF para obter tais dados dada uma configuragao
paramétrica especifica, que geralmente é conhecida por funcao de verossimilhanga, podendo
ser denotada por L (0) = P ({K} \5) A PDF P (5) ¢ chamada de fungdo de distribuicao
de probabilidades a priori, ou prior, pois esta atrelada a probabilidade de que os parametros
assumam valores especificos independentemente dos dados observacionais. Ela descreve
nossa confianca a priori sobre a regiao do espaco de parametros em que acreditamos que o
valor real de 6 reside (MARCH, 2013). Por fim, a PDF P ({Y;}) fornece a probabilidade de
se obter um determinado conjunto de medidas quaisquer independentemente dos valores
de . Aqui, onde o nosso problema é de inferéncia de pardmetros, a PDF P ({Y;}) tera
uma importancia diminuida pois atua apenas como constante de normalizac¢ao na funcao
de densidade de probabilidade dos pardmetros g (CAMPOS, 2006). Logo:

P(0){v:}) < £ (6) P (0). (4.3)
A estimativa de um parametro isolado do modelo é obtida marginalizando-se sobre

o intervalo de todos os outros parametros, ou seja, fazendo:

Py (6] 1Y) / do . (9) P (9). (4.4)

4.1 PRIORS E A DEFINICAO BAYESIANA DE UM MODELO

A funcgoes de probabilidade a priori (ou priors), designadas por P (5), podem ser
definidas por previsoes tedricas ou baseadas em informacao empirica. Trés tipos de priors

sao comumente utilizados nas aplica¢oes probabilisticas: prior gaussiano, prior uniforme e
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prior de Jeffrey. Os dois primeiros, que serdo comentados abaixo, sdo os de interesse em
N0SSO Caso.

Um prior uniforme deve ser considerado sempre que se acredita que todas as confi-
guragoes paramétricas possiveis dentro do espacgo de parametros sao igualmente provaveis.
Naturalmente, apresenta uma desvantagem pois exclui partes do espago de parametros.
Nesse caso, a andlise deve garantir que o intervalo de parametros seja suficientemente
grande para que a funcao de verossimilhanca seja truncada dentro dele. Por sua vez, os
priors gaussianos apresentam as vantagens de possuir longas caudas e, por conta disso, nao
excluem categoricamente nenhuma parte do espaco de parametros. Podem ser facilmente
ajustados para serem mais ou menos amplos.

Quando se tem pouca informagao a respeito dos parametros, um prior mais abran-
gente deve ser preferido em detrimento de priors mais restritivos. Com mais informagao
proveniente de teorias bem estabelecidas, ou informagoes empiricas nao correlacionadas
aos dados observados, é vantajosa a utilizacdo de priors mais estreitos que vao prevalecer
mesmo sob a influéncia de dados observacionais de baixa qualidade. Existe uma certa
controvérsia quando o prior domina sobre a verossimilhanca. Geralmente quando isso
acontece, ou os dados sdo insuficientes para fazer alguma afirmagao a respeito do parametro
de interesse ou o prior escolhido foi indevidamente forte. Algumas vezes, pode-se especificar
um prior contendo um corte abrupto para eliminar regioes do espaco de parametros que
indicam informagoes nao fisicas (como por exemplo modulo de velocidade ou comprimentos
menores que zero).

Em estatistica bayesiana, um modelo especifico é definido como sendo uma fungao
particular com um nimero de parametros livres, com priors sobre esses parametros. E
importante ressaltar que o modelo depende tanto dos parametros quanto dos priors. Na
falta dos priors, o modelo nao é completamente definido. Por exemplo, o0 modelo ACDM
s6 é um modelo bayesiano se forem especificados os prior para seus parametros, como por
exemplo, especificacao de um prior homogéneo P (£2,,) com limites 0.0 < 2, < 2.0. Uma
escolha diferente de prior, por exemplo P (£2,,) com limites 0.0 < Q,, < 1.5, consistiria em
um modelo bayesiano diferente. Um modelo é dito contido em outro, se um modelo mais
complexo A se reduz & um mais simples B pela fixacdo de um pardmetro. Um modelo
ACDM curvo, por exemplo, com prior na curvatura de P () = —1.0 < Q4 < 1.0 se reduz
ao ACDM plano fixando Q; = 0 (MARCH, 2013).

4.2 INFERENCIA BAYESIANA DE PARAMETROS

Para se realizar o ajuste de parametros segundo a estatistica bayesiana, deve-se obter
a configuracao paramétrica de maxima probabilidade em virtude dos dados observados. Ou
seja, devemos maximizar P (6| {K}) Em um caso geral, vamos assumir que o conjunto { A}

de N dados mensurados possuem entre si uma distribuicao de probabilidade multivariada
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normal, tal que a funcdo de verossimilhanca seja dada por (ISIDRO, 2015):

o exp {_%XE& (5)]
£(9) = 2m)"2 |det C|M* (45)

com a funcao x? sendo definida por:

X?Ll (é) == iv: i\[: [yteo (Zz> ) yobs,z} 0131 [yteo (Zj7 é) - yobs,j} ) (46)

i=1j=1

—

onde Yieo (zz-, 8) é a expressao funcional do modelo tedrico aplicado ao i-ésimo valor de
redshift, yohs; ¢ a grandeza y observada no redshift z; e Cj; os elementos da matriz de
covariancia entre os valores de yops ;-

Note que em casos onde os dados sao nao correlacionados, a matriz de covariancia
é diagonal e dada por Cy; = 1/0?, sendo o desvio padrio. Nesse caso, a fungdo x% assume

a forma usual:

[yteo (Zu é) - yobs,z}2

2 Y
3

Xa(0) =3

=1

(4.7)

(o

No entanto, vamos optar nesse trabalho em manter a forma geral por uma simples
razao. Em cosmologia, diferentemente do que em outras area do conhecimento, os dados
observacionais quase nunca sao independentes. Muito disso por conta dos procedimentos
de determinacao de distancias cosmologicas através de calibragoes sucessivas, que pode
implicar em uma certa correlacao entre os dados obtidos.

E usual utilizar algumas informacdes adicionais em ajustes de modelos cosmolégicos.
Enquanto que para alguns parametros do modelo o prior é uniforme, podemos utilizar
priors gaussianos em outros parametros cujo valor foi obtido através de experimentos nao

correlacionados. Para esses casos, o prior individual de um parametro geral ;. é:

1(0p — Opons)?
Py (60) = 1 exp [_Ukb)] |

2
2 0g,i

onde ¢; ¢ uma constante de normalizacao, e 0y ons 0 valor do parametro 0, obtido através

de algum outro procedimento experimental com distribuicao normal, de desvio padrao

0g,;- Em um modelo de K parametros, em que L desses K possuem priors gaussianos e o

restante priors uniformes, a PDF a priori P (5) sera :

P (5) = [[ P (0k) = coexp [— Z (O = o) ; (4.8)

i=1 o Ori
e co uma constante englobando os priors uniformes e as constantes de normalizacao dos

priors gaussianos.
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A PDF a posteriori dos parametros do modelo, dados os vinculos observacionais,
sera calculada de acordo com as Eqs.(4.3) (4.5) e (4.8) :
- 1, 1T & (0 — Orons)’
P (6]{Y;}) = N exp l—zxg () - 5 kz:jl ”(73“) . (4.9)
Portanto, a estimativa dos parametros é realizada ao se encontrar o ponto de maximo valor
de (4.9). Dessa funcao, podemos também obter os intervalos de confiancga, correlacao entre
os parametros ajustados e as estimativas uniparamétricas obtidas através da marginalizacao
dos parametros nao desejados.
Até agora, consideramos um conjunto de dados A, contendo N medicoes da grandeza
y em funcao do redshift. No entanto, podemos adicionar quantos conjuntos de dados
quisermos, com quaisquer grandezas possiveis. Por exemplo, se quisermos adicionar na
analise um conjunto A, independente dos dados de A, com N, medigoes da grandeza geral
u, basta multiplicar a antiga verossimilhanca dada em (4.5) por um termo o e % , onde
Xiz é andloga a expressao (4.6) substituindo y — u. Dessa forma, uma expressao para a
probabilidade de um determinado vetor de parametros dados os referidos conjuntos de

dados analoga a (4.9) seré:

P(B1{Yi}) = Nexp |22 () - 233, (3) - 2 S (O — Orons)”
Z 27 27 2t g zm' '
Generalizando para M conjuntos de dados independentes:

P (5] {Y;}) = Nexp l—;;xz& (5) ;Z_: (0 — ekobs) ] '

0-01

Um detalhe final: devemos salientar que é comum no procedimento de otimizagao

de probabilidades, definir a fungao L (5 | {Y;}) de acordo com:

; P (0{Y;
6 ) = - 20D

tal que por fim, o ajuste consista em minimizar a fungao:
L(§| {yi}) ZXA ({y}|9) EEL: 9k0b5)27
2,0 Uﬂkz
em que M é quantidade de conjuntos de dados, Y; é grandeza do i-ésimo conjunto e L a

quantidade de parametros com priors gaussianos. Tal procedimento nao deve apresentar

diferencas no valor otimizado do vetor de parametros 6.

4.3 SELECAO BAYESIANA DE MODELOS

De acordo com as técnicas de inferéncia estatistica, uma pergunta se segue: qual

modelo descreve melhor os dados? Note que todo conteiido abordado até aqui assumia
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a existéncia de um modelo apenas, que vamos designar simbolicamente por 4. As
distribuicoes de probabilidades estavam a todo momento condicionadas a esse modelo, tal

que o teorema de Bayes dado na Eq. (4.2) seria mais corretamente escrito da forma:

P ({vi},9m4]6) P (9]9)

P (0,94 {Y;}) = 4.10
Pl 00) = =5y ot 1
Vamos reescrever o denominador de (4.10) como:

Pa({Y;}|9) = /déP(é’yzmA) Pa ({Yi}16.94). (4.11)

em virtude da condi¢ao de normalizagao. Essa quantidade é conhecida por verossimilhanca
do modelo, evidéncia bayesiana, evidéncia do modelo ou ainda verossimilhanga marginal.
Ela é de suma importancia quando deseja-se realizar comparacoes entre dois ou mais
modelos.

Uma vez que a evidéncia bayesiana pode ser obtida de acordo com (4.11), é praticavel
utilizar o teorema de Bayes para calcular a probabilidade a posteriori do modelo 9,4, dado
o conjunto de dados observacionais. Ou seja P (4| {Y;}) é escrito como (MARCH, 2013):

{Y3} |[904) P (My)
P({Yi}) '

Note que a primeira parcela do numerador do lado direito de (4.12) é a mesma que aparece

P, (i) = 24 (4.12)

no denominador de (4.2). Aqui, P (9;) é o prior do modelo e P ({Y;}) uma constante de

normalizagao, dada por:

PY}) = Y P({Y} 10 P (M) .

em que a soma ¢é feita entre os modelos.

A comparagao é feita via razao de probabilidade P (9| {Y;}). Supondo os modelos

gerais A e B, efetua-se:

P (M4l {Yi}) _ P{Yi}[9Ma) P (Ma)

= =B , 4.13
PO (Vi) ~ PV} M) P (M) ~ 7P (M) 1)
onde o fator de Bayes é definido por intermédio de:
P ({Yi} |94)
Biup= ——i 2. 4.14
= P ) i

Tal fator fornece uma medida da qualidade relativa entre dois modelos independentemente
dos priors individuais associados. Quanto maior for o valor de B,p, mais a evidéncia de
que o modelo A é preferivel em relagdo ao B. Em muitos casos, o prior P (9t4) é o mesmo
que P (9Mp), tal que o fator de Bayes fornece diretamente a razao entre as probabilidades
a posteriori dos modelos. Para avaliar qualitativamente as razoes entre as evidencias

bayesianas, pode-se utilizar a escala de Jeffrey, de acordo com a Tabela 2.
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Tabela 2 — Escala da evidéncia a favor do modelo A em detrimento do B pela interpretacao
do parametro de Bayes.

In Byp Relagao Intensidade da Evidéncia

<1.0 <3:1 Inconclusiva

1.0 ~3:1 Evidéncia Fraca

2.5 ~12:1 Evidéncia Moderada
3.0 ~150:1 Evidéncia forte

Fonte: (MARCH, 2013)

A vantagem de utilizar o fator de Bayes na discriminacao entre modelos matematicos
é que ele incorpora informacao sobre a qualidade do ajuste e o nimero de parametros
livres no modelo. Aqueles com um menor niumero de parametros livres sao favorecidos,
acordando com os preceitos envolvidos na Navalha de Occam de que os modelos mais
simples devem ser escolhidos. Do ponto de vista bayesiano, o melhor modelo é aquele que

fornece o melhor ajuste com o menor nimero de pardmetros livres (MARCH, 2013).
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5 VINCULOS OBSERVACIONAIS

Introduzida a ideia das componentes escuras unificadas, passamos ao importante
estagio de testar se dados observacionais estao de acordo com tal hipotese. O Modelo
Unificado, que é definido pelas Eqgs. (3.20) e (3.26):

z /
HUM (Z, ng, Oé,ﬁ) = HO\I QbO (1 + Z>3 + (1 - QbO) (1 + 2)3 exp (3/0 Wdzl> ,
(5.1)
em que (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016):

wy (2,0, f) = larctan (az — B) — E : (5.2)
s 2
depende de trés parametros livres, que frequentemente serao chamados de vetor g =
(0, @, B).! Se por ventura ocorrer a designacio dos pardmetros de maneira ordinal, fica
subentendido que a ordem ({9, o, 3) foi assumida.

Conforme comentado no capitulo anterior, um modelo é definido nao s6 por sua
expressao matematica mas também pelos priors impostos aos parametros. No caso de
1o, vamos verificar na Sec. 5.1.2 que existem medig¢oes relativamente independentes de
modelo cosmolégico que fornecem uma distribuicdo gaussiana em seus valores. J& para os

pardametro a e 3, assumiremos priors uniformes, cujos limites estao dispostos na Tabela 3.

Tabela 3 — Priors adotados nos parametros do Modelo Unificado.

Parametro Prior

Qo Gaussiano
a 2, 12]

Fonte: Do autor

Uma quantidade de interesse nesse estudo é aquele redshift onde o fluido escuro
deixa de ter um comportamento do tipo matéria (w, ~ 0) e passa a ter um comportamento

tipo constante cosmolégica (w, ~ —1). Isso ocorre num redshift de equivaléncia, definido

L O modelo depende também do pardmetro Hy. Porém, ele serd marginalizado, e nesse sentido, ndo é

uma quantidade de interesse pra fixar as caracteristicas do modelo cosmolégico. Um parametro desse
tipo é chamado em inglés de nuisance parameters, ou seja, parametro indesejado.
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como sendo aquele redshift onde w, = —1/2. Impondo essa condi¢do na Eq.(5.2), tal

quantidade pode ser obtida como:

Zeq = g : (5.3)

A fins de comparacdo, vamos submeter um modelo ACDM de dois pardmetros ao
mesmo procedimento de ajuste que o aplicado ao Modelo Unificado. O ACDM ¢é definido
conforme a Eq.(2.39) negligenciando-se as contribuigdes ultra relativisticas, sob a premissa

de tais componentes possuirem parametro de densidade insignificantes para z < 10. Logo:

Hacom (2) = Hov/(Quo + Q) (14 2)* + 1 — (Q + Qo). (5.4)

Nessa analise, consideraremos os priors dados na Tabela 4.

Tabela 4 — Priors adotados nos parametros do ACDM.

Parametro Prior

o Gaussiano
Qo [0, 0.6]

Fonte: Do autor

No ACDM, temos uma expressao de um wqai efetivo para as componentes escuras
que estd definido na Eq.(3.2). Para essa fungao wqa efetiva, podemos aplicar a mesma
defini¢ao de redshift de equivaléncia que a utilizada no Modelo Unificado (wqa = —1/2).

Com isso, é obtida a expressao:

1— Qo — o\ ?
o .

Com os modelos UM e ACDM definidos, esse capitulo objetiva comentar rapida-
mente sobre os procedimento de coleta de dados cosmologicos até a obtencao da funcao
x? referente a cada conjunto. Posteriormente, vamos definir a funcao de verossimilhanca
levando em conta todos os dados cosmoldgicos, culminando na definicao da funcao de
distribuicao de probabilidades a posteriori, donde obteremos as propriedades estatisticas
de interesse. Nossa andlise consiste em avaliar os parametros de best-fit,> as regices de
confianga de 1o nas distribui¢gdes de probabilidades marginais de cada pardmetro e andlise
das regides de 1o, 20 e 30 das probabilidades marginais biparamétricas. Indo além, vamos
analisar e comparar os redshifts de equivaléncia dos modelos e estudar a regiao de 1o de

confianca na fungao w, («, 5) do Modelo Unificado, e na fungdo wqamk (b0, e0) do ACDM.

2 Pardmetro de best-fit é o nome dado ao vetor especifico Oy que maximiza a funcio de distribuicdo

de probabilidades a posteriori de cada modelo.
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E valido ressaltar que as funcoes wy, (v, B) no UM e wqark (b0, 2c0) no modelo ACDM
tem o mesmo significado fisico, mas s@o nomeadas de maneira diferente, pois, no primeiro
caso ela é uma equacao de estado de um fluido escuro unificado, enquanto que no segundo
é uma equacao de estado efetiva da composicao de dois fluidos (matéria escura e energia

escura como entidades diferenciadas).
5.1 DADOS OBSERVACIONAIS

5.1.1 Constante de Hubble

A constante de Hubble Hy é um parametro cosmolégico de qualquer modelo de
interesse. Sua determinacao é de vital importancia pois este pardmetro fornece informagao
da velocidade do fluxo de Hubble no universo atual. Também, varios dados observacionais
sao calibrados por intermédio de um valor de Hy obtido independentemente de modelos
cosmologicos.

Como ja foi comentado na Sec.2.3, Hubble verificou a expansao cosmica com a
medicao das distancias e das velocidades de afastamento galacticas (HUBBLE, 1929);
vide Fig. 8. Nas escalas de grandeza envolvidas no trabalho de Hubble, espera-se que a
relagdo entre essas quantidades respeite a Eq.(2.44), tal que a constante de Hubble possa
ser estimada por meio de um ajuste linear. O valor obtido por Hubble para Hj nessa
ocasido foi de 500 km s~ Mpc~!. Esse valor estd bem longe do valor atualmente aceito de
~ 70 km s~ Mpc™!, e se deve a dificuldade na época de se controlar erros sisteméaticos de
medida. Depois da estimativa de Hubble, varios autores foram aprimorando as técnicas de
controle de incertezas sistematicas, diminuindo o valor da constante para algo entre 50
e 100 km s~! Mpc™! aproximadamente, conforme dados dispostos na Tabela 5 (LIVIO,
2003). O embate pelo valor da constante de Hubble motivou a construgao do telescépio
Hubble Space Telescope (HST) que obteve como resultado final em 2001 Hy = 72 £ 8
km s™! Mpc™ (FREEDMAN et al., 2001). Depois da estimativa da constante de Hubble
pelos dados do HST, estudos posteriores foram realizados apontando sempre resultados

similares, mas com dimuicao da incerteza associada.

O método de obtencao da constante de Hubble consiste em realizar uma série
de calibragoes sucessivas na medicao de objetos astronomicos posicionados em diversas

distancias. No resultado encontrado por Riess et al. (2011) de
Hy=73.842.4km s 'Mpc ™, (5.6)

foram utilizados trés métodos de obtencao de distancias césmicas de supernovas tipo la,
quais sejam (BENNETT et al., 2014):

1. Uma distancia geométrica até NGC 4258° baseando-se em métodos de medicao de

3 Também conhecida como Messier 106 ou M106.



76 Capitulo 5. Vinculos Observacionais
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Figura 8 — Diagrama apresentado por Hubble (1929) que comprova a expansio cdsmica.
O eixo ordenado apresenta as velocidades de afastamento das galdxias enquanto

que o das abscissas remete a distancias de afastamento.
Fonte: (HUBBLE, 1929)

distancias de megamasers astronomicos;

2. distancia de paralaxe até 13 Cefeidas da Via Lactea através dos dados dos telescopios
HST e Hipparcos;

3. distancias de bindrias eclipsantes? até 92 Cefeidas na Grande Niven de Magalhaes®.

Idependentemente, Freedman et al. (2012) recalibrou os dados do telescépio HST
usando dados de observacoes no infravermelho médio de Cefeidas minimizando alguns dos
erros sistematicos presentes nas observagoes oOticas que foram utilizadas por Freedman et
al. (2001). O resultado foi uma constante de Hubble dada por

Hy = 74.3 £ 1.5 (est) & 2.1 (sis) km s~ 'Mpc ™. (5.7)

Existem outros conjuntos de dados cosmolégicos que podem fornecer informagoes
a respeito da constante de Hubble. Um exemplo é o conjunto das medidas de oscilagoes
acusticas de barions (BAQO). Nesse caso, apesar de nao ser possivel obter uma estimativa
direta de Hy, esses dados atuam como vinculos importantes em testes de consisténcia de
possiveis solugoes cosmoldgicas.

Uma outra maneira de estimar H, é através dos dados de radiacao coésmica de
fundo, via métodos que dependem da adoc¢ao de um modelo cosmoldgico especifico. Um

dos resultados da missao WMAP® foi que para um universo ACDM plano, a constante de

4 Bindrias eclipsantes (em inglés Eclipsing Binaries) sdo sistemas estelares bindrios onde se é possivel

ver uma estrela passando em frente a outra do nosso ponto de vista.
Em inglés, Large Magellanic Cloud (LMC).

6 Wilkinson Microwave Anisotropy Probe.
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Tabela 5 — Valores da constante de Hubble mensurados por diversos autores ao longo do

Séc.XX.

Ano Autor H, (km sflMpcfl)
1927 Lemaitre 600
1929 Hubble 530 — 513 — 465
1931 Hubble & Humason 558
1936 Hubble 526
1946 Mineur 330
1951 Behr 250
1952 Baade, Thackeray 270
1956 Humas, Mayall & Sandage 180
1958 Holmberg 134
1958 Sandage 150 — 75 — 38
1959 McVittie 227 — 143
1960 Sersic 125
1960 van den Bergh 125
1960 van den Bergh 125
1961 Ambartsumyan 140 — 60
1961 Sandage 113 — 85
1964 de Vaucouleurs 125

1968 — 69 de Vaucouleurs 100
1969 van den Bergh 110 — 83

1968 — 76 Sandage & Tammann 50
1972 Sandage 55
1979 de Vaucoulers 100

Fonte: (LIVIO, 2003)

Hubble é Hy = 70.0 £ 2.2 km s™'Mpc™! (BENNETT et al., 2013). Com o mesmo modelo
cosmoldgico, os dados de PLANCK Collaboration et al. (2014) apontaram Hy = 67.3 + 1.2
km s~!Mpc~!. Em ambos os trabalhos, o valor de Hy na Eq.(5.6) obtido por Riess et al.
(2011) foi utilizado como prior.

Existe uma discrepancia entre os valores da constante de Hubble obtidos pelo
satélite Planck com dados de CMB (altos redshifts) e o valor obtido por Riess et al.
(2011) e Freedman et al. (2012) com calibracoes sucessivas das distdncias cosmolégicas
(baixos redshifts). Embora tenha surgido alguma especulagao a respeito de um nova fisica
capaz de reconciliar esses valores (HAMANN; HASENKAMP, 2013; WYMAN et al., 2014;
BATTYE; MOSS, 2014; DVORKIN et al., 2014), essa discrepancia é provavelmente causada
por erros sistematicos desconsiderados nas determinagoes individuais de Hy, ou ainda
uma casualidade estatistica (VERDE; PROTOPAPAS; JIMENEZ, 2014; GAO; GONG,
2014; EFSTATHIOU, 2014). Como o nosso objetivo é estimar os valores dos pardmetros
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cosmologicos do UM e do ACDM sem considerar a CMB, a tendéncia é utilizarmos os
dados obtidos por meio de calibragoes sucessivas das distancias césmicas. No entanto,
em meio a essa incoeréncia estatistica existente entre Riess et al. (2011) / Freedman et
al. (2012) e PLANCK Collaboration et al. (2014) para Hj, vamos considerar um valor
intermediario entre as Eqs. (5.6) e (5.7) e superestimar as incertezas para que o valor de
Hy = 67.3 £ 1.2 km s *Mpc~! do satélite Planck esteja incluso dentro do intervalo de
confianga de lo. Portanto, o valor que vamos adotar daqui em diante serd (CUZINATTO;
de MORAIS; MEDEIROS, 2016):

Hy=T74+7kms 'Mpc . (5.8)

5.1.2 Parametro de Densidade Barionica

Com a fixacao da constante de Hubble, foi possivel eliminar um grau de liberdade
da analise estatistica dos modelos cosmologicos. Outro parametro que, similarmente a Hy,
pode ser estimado é o parametro de densidade barionica €2,. Para esse fim, é conveniente
utilizar a teoria da nucleossintese primordial, que prediz que a abundancia dos niicleos
leves H, D, 3He, *He e "Li, criados na nucleossintese primordial deve depender do contetido
barionico hoje.

Imediatamente apds o Big-Bang, as escalas de energia sao tao altas que nenhum
nucleo atomico pode permanecer estavel. O universo é composto apenas por uma mistura
de particulas elementares em equilibrio térmico. Nesse regime, as fracas interagoes entre
prétons e néutrons, mantém a razao néutron/préton perto da razao de equilibrio de
Boltzmann. Até ~ 1 s, a energia do universo estd em torno de 1MeV e a quantidade de
prétons e néutrons é aproximadamente equivalente. Um deslocamento desse equilibrio
ocorre a medida que acontece a expansao cosmica, favorecendo uma maior quantidade de
préotons visto que apresentam menor energia de repouso. Quando a energia atinge ~ 100
keV, a propor¢ao néutron/préton fica estagnada em aproximadamente 1/6 e tem-se inicio
a producao de deutério, o primeiro passo na formagcao de qualquer um dos ntcleos leves H,
D, ®He, “He e "Li. Até entdo, esse processo nio era possibilitado em virtude da alta energia
dos fétons que dissociava qualquer nicleo formado (TYTLER et al., 2000). A cadeia de

reacoes que ocorrem nesta etapa esta esquematizada na Fig. 9.

Em teoria, a abundancia relativa de qualquer um dos nucleos leves depende apenas
de um parametro: a razao barion/féton n = n,/n, (KOLB; TURNER, 1990), sendo n; a
densidade numérica da espécie . Determinando a fragao primordial de quaisquer dois dos

nucleos leves, é possivel inferir a abundancia de qualquer um dos outros trés (KIRKMAN
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Figura 9 — Cadeia de rea¢des que ocorrem na nucleossintese primordial e culminam na
producao dos ntucleos leves.
Fonte: Pamputt(Wikimedia)

et al., 2003). Também, com a determinagao de 7, o parAmetro de densidade de barions
fica definido de acordo com (STEIGMAN, 2012):

101077
Qpoh? = —— 5.9
b0 2739a ( )

em que h é a constante de Hubble normalizada, dada por h = Hy/ (100 km sflMpcfl).

Dentre todas as abundancias de niicleos leves possiveis, ¢ mais vantajoso obter a
razao D/H por uma série de motivos (TYTLER; FAN; BURLES, 1996):

1. A razdo D/H é muito sensivel a n;
2. D e H sao is6topos do mesmo elemento, apresentando ionizacoes quase idénticas;
3. A abundancia de D ¢é relativamente grande se comparada a de "Li;

4. Todo o D observado foi produzido na nucleossintese primordial, uma vez que as

reacoes estelares nao produzem deutério e s6 o consomem;

5. Aslinhas da série de Lyman” para D e H estdo numa regiao do espectro que ¢ visivel da
Terra para fontes com z > 2. Além disso, essas linhas sao satisfatoriamente distantes

no espectro de absorcao evitando dificuldades maiores com os dados observacionais.

Séo as linhas que aparecem no espectro de emissao referentes ao salto quantico de um elétron excitado
até o estado fundamental. Recebem o nome de acordo com a sequéncia do alfabeto grego. Como
exemplo, a linha referente transicdo do segundo para o primeiro estado é chamada Lyman-c.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Scheme_of_nuclear_reaction_chains_for_Big_Bang_nucleosynthesis.svg
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Figura 10 — Linhas de absorcao no espectro de quasares devido a interacao dos fotons

com ao meio interestelar.
Fonte: (LISKE, 2009)

Uma maneira de se mensurar a razao D/H foi proposta por Adams (1976) e
consiste em analisar o espectro de absorcao de QSO’s® procurando por linhas Lyman-a
de deutério geradas por nuvens altamente densas de gas hidrogénio neutro presentes no
meio interestelar. Sistemas desse tipo sdo conhecidos por Damped Lyman-o (DLA). A
abundancia primordial de deutério é melhor deduzida da razdo D/H em nuvens de baixa
metalicidade (TYTLER; FAN; BURLES, 1996).

Ao atravessar a nuvem, algumas frequéncias do espectro do QSO sao absorvidas,
formando um padrao conhecido como Floresta Lyman-a ou Lyman-a forest, conforme a
Fig.10 (LISKE, 2009). A abundéncia de deutério é entao inferida através da investigacao

do perfil apresentado.

Pela analise do QSO SDSS J1419+0829, Pettini e Cooke (2012) obtiveram:
10° (D/H)pp 4 = 2.53 & 0.05.

A abundéancia entre dois ntucleos leves, segundo a teoria de nucleossintese padrao, fornece a
relagdo entre razao a barion/f6ton (1) e a razdao D/H de acordo com (STEIGMAN, 2012):

6 1.6
1010 —6(S —1) — 55/4) ’

Quasi-Stellar objects ou quasar sdo objetos astrondémicos de altissimos redshifts. Tem aparéncia similar
a estrelas, com excecao do espectro eletromagnético e as energias envolvidas que sao muitos maiores
que as estrelas proximas.

10° (D/H)pp 5 = 2.6 (1 4 0.06) ( (5.10)

8
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onde & é o pardmetro de degenerescéncia dos neutrinos e S = \/ 14 7 (Neg — 3) /43, com
Neg sendo o nimero efetivo de neutrinos. No entanto, na teoria padrao de nucleossintese

primordial, esses parametros assumem os valores £ = 0 e S = 1. Nesse caso, obtemos

4571 1/1.6
1010 = () — 6.00,
10° (D/H)p

com erro total associado de

1005, — mlow 0.0036 + (UD/H>2 —0.24
K 1.6 (D/H)DLA

Desse modo, com a razao barion féton de n = (6.09 &+ 0.24) x 1071% ¢ possivel obter o
parametro de densidade de barions por meio de (5.9):
101077

Ooh? = 5730 0.0223 + 0.0009 .

Esse resultado é condizente com a estimativa da densidade baridnica inferida através da
radiacdo cosmica de fundo nas missoes do WMAP (Q0h? = 0.02223+0.00033) (BENNETT
et al., 2013) e Planck (Qu0h? = 0.02205 + 0.00028) (PLANCK Collaboration et al., 2014).

De acordo com os resultados obtidos na Sec.5.1.1, vamos considerar A = 0.74 + 0.7.

Por fim, a estimativa do parametro de densidade baridonica aponta como resultado o valor

(CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016):

Qo = 0.0407 + 0.0079, (5.11)

ou seja, assumindo geometria plana, o universo atual é composto de aproximadamente 4.1%
de barions. Essa informagcao sera utilizada como prior na andlise estatistica de modelos

cosmologicos que vamos aqui realizar.

5.1.3 Supernovas tipo la

Supernovas sao explosoes que ocorrem nos estagios finais de vida de alguns tipos
de estrelas. Em virtude da similaridade observacional entre determinadas supernovas, elas
podem ser classificadas em diferentes grupos: Ia, Ib, Ic, IIL e ITP. Supernovas do tipo I
nao possuem linhas de absor¢ao de hidrogénio e sao explosoes de estrelas localizadas em
sistemas bindarios, geralmente compostos por uma ana branca e uma gigante vermelha.
Por sua vez, supernovas do tipo II nao ocorrem em sistemas binarios, apresentam linhas
Lyman-a no espectro e nao possuem linhas de hélio ou silicio (CAMPOS, 2006).

As supernovas do tipo Ia, ou SNIa, sao as mais homogéneas e luminosas dentre
todas. Possuindo outra propriedade peculiar, as SNIa apresentam entre si magnitude

absoluta aproximadamente similar (MARCH, 2013). Tais caracteristicas justificam o fato
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de serem amplamente utilizadas como indicadores de distancia em cosmologia e as tornam
poderosas ferramentas no estudo da histéria de expansao coésmica em virtude atuarem
como velas padrao na medigao da distancia de luminosidade dy, (z).

No final da década de 1990, Riess et al. (1998) descobriu a aceleragao césmica atual
utilizando 50 SNIa (16 distantes e 34 proximas) dos dados do Hubble Space Telescope
(HST). Em pouco tempo, a anélise com 18 SNIa préximas e 42 distantes do Calan-Tololo
supernova survey feita por Perlmutter et al. (1999) apontou a mesma conclusao. Tal
resultado foi tao importante para a cosmologia moderna que rendeu um Prémio Nobel aos

autores do trabalho no ano de 2011 (MIAO et al., 2012).

Visto que os mecanismos que produzem as supernovas ainda nao foram compreen-
didos completamente, as propriedades fisicas de interesse sao obtidas mediante o estudo
da luminosidade emitida. Propriedades fotométricas dao origem a uma curva de luz donde
a evolucao da magnitude da supernova ¢ acompanhada ao longo do tempo. Vale ressaltar
que uma supernova terd uma curva de luz em cada banda de observagao (CAMPOS, 2006).
Temos na Fig. 11 alguns exemplos na banda de observacao B do comportamento tipico
das curvas de luz para supernovas do tipo Ia. Note que existe uma pequena variacao de
magnitude entre elas, conforme mostra a Fig. 11a. Devido a uma correlagdo existente entre
o brilho de maxima luminosidade e a duracao da supernova, conhecida como “correlagao
de Phillips”, é possivel corrigir as curvas de luminosidade das SNIa de modo a se obter
uma curva padronizada (PHILLIPS, 1993). Uma grande reducao na dispersao das curvas
foi resultado do trabalho de Kim (2008), c.f. Fig. 11b. Com esse procedimento, é possivel
determinar a magnitude absoluta das supernovas e consequentemente, pode-se calcular o
moédulo de distancia de acordo com a Eq.(2.61) (MIAO et al., 2012).

Ao longo da ultima década, varios grupos vem trabalhado com os conjuntos de
dados de supernovas. Como exemplo, podemos citar o High-Z Team (RIESS et al., 2004;
RIESS et al., 2007), o Supernova Legacy Survey — SNLS (ASTIER et al., 2006; BAUMONT
et al., 2008), ESSENCE (MIKNAITIS et al., 2007; WOOD-VASEY et al., 2007), Nearby
Supernova Factory — NSF (SCALZO et al., 2010), o Carnegie Supernova Project — CSP
(FOLATELLI et al., 2010; CONTRERAS et al., 2010), o Lick Observatory Supernova
Search - LOSS (LEAMAN et al., 2011; LI et al., 2011a; LI et al., 2011b) e o Sloan Digital Sky
Survey - SDSS (HOLTZMAN et al., 2008; KESSLER et al., 2009). O Supernova Cosmology
Project em 2009 estabeleceu uma maneira homogénea de analisar essas supernovas. Foram
selecionadas 307 SNIa de alta qualidade para compor um conjunto de dados chamado
“Union” (KOWALSKI et al., 2008), que foi sendo atualizado ao longo dos anos. Na versao
“Union 2”7, o conjunto contava com 557 supernovas (AMANULLAH et al., 2010) e 580 no
“Union 2.17, cujos os dados estao ilustrados na Fig. 12 em um grafico do modulo de distancia

em funcao do redshift (SUZUKI et al., 2012). Em nossa andlise de supernovas, vamos
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Figura 11 — Comportamento tipico das curvas de luz de supernovas do tipo Ia. A Fig. 11a
apresenta curvas de luz para banda B dos dados de algumas supernovas do
conjunto de dados do Calan—Tololo SNla antes da correcao duracao-magnitude.

Na Fig. 11b, temos as mesmas curvas apos a correcao.
Fonte: (KIM, 2008).

utilizar os dados das 580 SNIa’s do Union 2.1(CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS,
2016). ¢

O moédulo de distdncia tedrico é calculado conforme a Eq.(2.62)

D
Moo = 51OglO (1\/[;/(:> + 257 (512>

sendo que a distancia de luminosidade é fornecida pelas Eqgs. (2.57), (2.47), (2.51) e (2.45),

e em um universo com geometria plana, pode ser expressa por :

- cdz

DL(Z,(9> (1+z)/OZH(Z/’§).

Aqui, 0 é o vetor que contém todos os parametros necessarios para determinacao do modelo
cosmolégico.

Vamos definir aqui as quantidades:

dp, (2,5) = zODL (z,é) =(1+2) /OZ E(ii/é,) (5.13)

9 Os dados de modulo de distdncia estdo disponiveis em <http://supernova.lbl.gov/union/figures/
SCPUnion2.1 _mu_ vs_ z.txt> junto com as matrizes de covariancia contendo os erros sistematicos
<http://supernova.lbl.gov /union/figures/SCPUnion2.1__covmat_ sys.txt> e sem erros sistemdticos
<http://supernova.lbl.gov/union/figures/SCPUnion2.1__covmat_ nosys.txt>.


http://supernova.lbl.gov/union/figures/SCPUnion2.1_mu_vs_z.txt
http://supernova.lbl.gov/union/figures/SCPUnion2.1_mu_vs_z.txt
http://supernova.lbl.gov/union/figures/SCPUnion2.1_covmat_sys.txt
http://supernova.lbl.gov/union/figures/SCPUnion2.1_covmat_nosys.txt
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Figura 12 — Diagrama da Hubble para as supernovas do conjunto de dados Union 2.1.
Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

M = 5logy, (%H()) + 25, (5.14)

pcC

para reescrever o moédulo de distancia como:

Htoo (z, 5,/\/1) = 5logy, {dh (z, 5)} + M. (5.15)

Para comparar o modelo tedrico com os dados observacionais, precisamos definir a funcao
x? dos dados de SNTa como (MIAO et al., 2012):

X%Nla (57 M) = [I‘l’obs - IJ’teo]T C_l [I‘l’obs - IJ’teo] ) (516)

em que p.,. € o vetor contendo como elementos os valores dos modulos de distancia para
cada supernova, ., ¢ um vetor contendo as previsoes teéricas segundo a Eq.(5.15) para

os respectivos valores de redshift:

blogyg [dn (21,0)] + M log,o dy, (21, 0) 1
o — 5logyg {dh (‘zQ, 5)} + M - logy, dh‘ (zg, 5) M 1 (5.17)
510810 [dn (2550, 0)] + M logyo di (2550, 0) o

e C é a matriz de covariancia. E importante levar em conta a matriz de covariancia C se

quisermos considerar os erros sistematicos nos dados de supernova. Se estes nao forem
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presentes, essa matriz é diagonal e definida pelas varidncias o em cada dado i. Nesse caso,

a fungdo x2y;, recupera sua expressao usual:

- 380 {:uobs,i ~ Hteo (Zi’ é" M)}Q
X%Nla (97 M) = Z 2

i=0 0;

(sem sistematicos).

Vale salientar que, do modo como estd escrito em (5.16), o x&xp. nao depende
apenas do vetor de pardmetros do modelo mas depende ainda do parametro M. Visto
que nao estamos interessados em estimar este tultimo, é possivel marginaliza-lo da funcao
de probabilidades a posteriori de acordo com o procedimento comentado no Cap. 4. Para
realizé-lo, devemos antes de tudo explicitar M na fungdo xZxp. (5, ./\/l) De acordo com as

Eqs.(5.16) e (5.17), reescrevemos 2y, COMO:

X&NTa (5,/\4) =[s - MU} C'[S — MU (5.18)
em que:
H’obs,l ) loglo dh (Zlv g)
L, —log o dy (22,0
S Hobs,2 Og.lo h (22 ) (5.19)
Hobs,580 — 10810 dn (2580’ 5) 5801
e
1
1
vl | (5.20)
1

580 1
Expandindo a Eq.(5.18), obtemos a expressao.

Xawia (6: M) =8TCT's + UTCT'UM? - 8"CT'UM - U"C'SM.

Para simplificd-la, devemos perceber que os tltimos dois termos sdo equivalentes. Como

UTC™!S ¢ um escalar, sua transposta é invariante validando a relacio UTC™!S =
T

[UTC*S} = ST[C1"U. A matriz de covariancia C é sempre simétrica, tal que

encontramos a igualdade:

UTcls =sTc'u

e com isso, podemos por fim reescrever o Y&y, (9, M):
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XN (57/\/1) =STc's—28'Cc'UM + UTCclum?.

ou de maneira mais simples:

X&Nta (57 M) = ag + bsM + csM?, (5.21)

em que:

as =STC'S = Zfi? Z5i01 {:uobs,i — 5logo dp (Zu 5)} C; [:uobs,j — 5logyg dp, (Zj7 5)}

J

b = 28700 = 23 5 0 g~ o (207

b= UTC U = Y0 T o

j=1
(5.22)
Com M explicito na fungao xZyp,, recuperamos a forma da fungdo de verossimi-

lhanga conforme a Eq.(4.5) escrevendo:

LsN1a (5) = Nexp |:_;X§N1a (57 M)} — Nexp [_ as +bsM + CSMQ] .

2

em que N é um simples fator constante, real e finito. Agora, marginaliza-se o pardmetro

M integrando a verossimilhanca entre os limites: os infinitos positivo e negativo. Temos:

00 2 2
LSNIa,m (9) = N/_ dM exXp [_ as + bs./\/l + CSM 1 _ 2m ( bS a5> .

2

Com isso, reescrevemos a verossimilhanca na forma:

— 1 —
'CSNIa,m (9> = NeXp [_QX%NIa,m (9)]
onde foi definida a funcao X§N1a7m independente do parametro M como:

b2 C

2 S S
=as— ——+In—.
XSNIa,m S 4CS 2

Os termos ag, bg e cg sao fungdes dos pardmetros e estao definidas na Eq. (5.22).

(5.23)

5.1.4 Explosoes de Raios Gamma

Desde que passaram a ser utilizadas nas estimativas de parametros cosmologicos,
os dados de SNIa’s se mostraram muito confiaveis e atualmente sao bastante utilizados nos

ajustes de modelos cosmologicos. Também, os dados obtidos da medi¢ao da anisotropia da
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radiagdo césmica de fundo (CMB) fornecem valiosas informagoes de natureza cosmoldgica.
No entanto, uma vez que as supernovas mais distantes tem redshift da ordem de 1.7 (c.f.
(RIESS et al., 2001)) e as flutuagoes da radiagdo césmica de fundo remetem ao redshift
da ordem de 1000 (HU et al., 1995), existe um enorme intervalo nos valores de redshift
que é inacessivel observacionalmente. Atualmente, existe enorme esfor¢o em se encontrar
dados astronomicos que cubram esse intervalo desconhecido. Talvez, os candidatos mais
promissores sejam os de explosoes de raios gamma (GRB). Espera-se que uma fragao
2 50% das observagoes de GRB’s apresentem redshift > 5 e os valores de redshift esperados
podem ser maiores do que 10 (BROMM; LOEB, 2002).

Apesar de ainda nao se conhecer completamente o mecanismo de emissdao das
GRB’s, elas podem ser consideradas excelentes candidatas a velas padrao por terem um
brilho bastante intenso (WEI; ZHANG, 2009)(MIAO et al., 2011b). Para contornar a
dificuldade da falta de uma descri¢ao final do mecanismo de emissdo, muitos autores
vem propondo correlagoes empiricas de luminosidade que padronizam as GRB’s como
indicadores de distancia (AMATT et al., 2002; GHIRLANDA; GHISELLINT; LAZZATI,
2004; LIANG; ZHANG, 2005; FIRMANTI et al., 2005). Além disso, existe o chamado
problema da circularidade. Diferentemente das supernovas, nao existe um conjunto de
dados independentes de modelo cosmoldgico que possa ser usado para calibrar diretamente
as GRB’s (WEIL; ZHANG, 2009; SCHAEFER, 2007). Vérios métodos estatisticos foram
propostos para eliminar essa dependéncia de modelo cosmologico (GRAZIANI, 2011;
WANG, 2008; WEI; ZHANG, 2009; GHIRLANDA et al., 2004; GHIRLANDA; GHISEL-
LINI; FIRMANTI, 2006; LI et al., 2008; LIANG; ZHANG, 2006; LIANG et al., 2008; WEI,
2010). Neste trabalho, foram calibradas as 138 GRB’s compiladas em (LIU; WEI, 2015)
sem dependéncia direta de modelo cosmoldgico, utilizando dados de SNIa, conforme o
método proposto em (WEIL, 2010).

Dois grupos distintos de GRB’s foram separados: aquelas 59 com z < 1.4 (baixo
redshift) e as 79 restantes com z > 1.4 (alto redshift). Posteriormente, partindo das 580
supernovas do Union2.1, foi realizada uma média dos moédulos de distancia daquelas
supernovas com o mesmo valor de redshift. Esses dados foram interpolados utilizando
o método de interpolacao de Akima (AKIMA, 1970) fornecendo uma func¢ao u = p(z),
valida no intervalo 0 < z < 1.4. A razao do método de interpolagdo de Akima ter sido
preferido em detrimento das interpolagoes linear e ctuibica reside no fato de que a curva
interpolada passa pelos pontos de maneira mais suave e natural, conforme ilustrado no
Apéndice B. Com essa fungao p(z), é possivel estimar o médulo de distancia de cada
uma das 59 GRB’s de baixo redshift. Com eles, calculou-se a distancia de luminosidade
isolando Dy, na Eq.(5.12) :

Dy,
Mpc

Depois disso, a energia equivalente isotropicamente radiada pode ser estimada de acordo

—10(5-5)
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Tabela 6 — Ajustes lineares dos parametros A e b da relagado de Amati obtidos com trés
métodos de regressao linear diferentes.

Método b oy A o
OLS(X|Y) 1.564 0.084 52.74 0.06
OLS(Y|X) 1.861 0.099 52.79 0.06
OLS bisector 1.703 0.053 52.77 0.06

Fonte: Do autor

com:

47 Spoto D
1+ 2
em que Sl € 0 fluéncia bolométrica observada da GRB (WEI, 2010). Em seu trabalho,
(AMATT et al., 2002) observou a correlagdo entre a energia de pico do espectro da GRB

Eiso =

9

(E,) e a energia isotropicamente radiada (Eis):

erg
que ¢ a relagdo de Amati. Com os dados de E, disponiveis em (LIU; WEIL, 2015) e de

FEi, obtidos pela calibragdo com supernovas, é possivel ajustar os pardmetros A\ e b da

E

relacdo de Amati utilizando o conjunto de dados de GRB’s de baixo redshift. Existem
varios métodos de ajuste linear utilizados em astrofisica, sendo que o procedimento mais
comum é o método do minimos quadrados (MMQ ou OLS do inglés ordinary least-squares)
com varidvel dependente Y dada uma variavel independente X, designado por OLS(Y|X).
Existe ainda uma versdo analoga ao OLS(Y|X), mas com a diferenca de se considerar X
como variavel dependente, dada uma varidvel independente Y — OLS(X]Y). No entanto
um dos métodos mais indicados para realizacao do ajuste linear é o OLS bisector quando
existe uma grande dispersao dos dados comparativamente as incertezas dos pontos (Fig.
13). Seguindo o procedimento descrito em (ISOBE et al., 1990), foram realizadas regressoes
lineares utilizando os trés métodos citados acima, resultando nos valores ajustados para os
parametros b e A da relagao de Amati que podem ser conferidos na Tabela 6. As retas

obtidas com tais parametros podem ser visualizadas na Fig.13.

Visto que a dispersao intrinseca dos dados é dominante sobre os erros observacio-
nais, foram considerados os valores dos parametros ajustados pelo método OLS bisector.
Posteriormente, pode-se calcular log,, E;s, para as GRB’s de alto redshift e com isso,

estimar o modulo de distancia juntamente com sua respectiva incerteza por meio de

(CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016):

n= 5 210 9 10 A7 S

+25 (5.25)
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Figura 13 — (a) Em preto, temos o conjunto de dados de SNIa do Union 2.1 e em vermelho
os dados de GRB’s em baixos redshifts. (b) Comparacao dos procedimentos

de regressao linear para determinar os parametros da relacdo de Amati.
Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

T )
Oy = ~Olog, E; —
" 9" log10 Fiso 21010 Shype

A incerteza associada a log,, E;s, ¢ dada por
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o2 =03 + <ab log Ep)2 + b o5 + o2
10810 Biao — A 19300 keV In10 E, Bays?

obtida através de uma simples propagacao de erros com o acréscimo de um erro sistematico

0 jzsys advindo de uma dispersao extra nas relagoes de luminosidade. Esse erro sisteméatico
¢ um parametro livre e pode ser estimado por um ajuste das curvas de luminosidade
impondo que o valor de x%, seja um. Em (SCHAEFER, 2007), esse procedimento foi
realizado e o valor encontrado para o erro sistematico é U%Sys = 0.39.

Com a calibragao de GRB’s com os dados de SNIa’s no Union 2.1, obtém-se um
conjunto de dados de redshift (z), médulo de distancia (i) e sua incerteza (o,) para 79
GRB’s de alto redshift que pode ser conferido na Tabela 13 do Apendice C. Com eles,

podemos definir a fungao xZgp para os dados de GRBs de acordo com:

X&rp (57 M) = Z 3 ; (5.26)

em que j; € o médulo de distancia para cada uma das 79 GRB’s de alto redshift; e ji;,
¢ a predicao tedrica de determinado modelo cosmologico para o modulo de distancia.
Da mesma maneira como foi comentado na se¢ao sobre supernovas, a expressao para o
X&grp ndo depende apenas dos parametros do modelo cosmolégico, mas também de um
parametro M, que em esséncia, é definido pela constante de Hubble. Como nao temos o
intuito de estima-lo, vamos marginalizé-lo da funcao de verossimilhanga (CUZINATTO;
de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

Em primeiro lugar, escreve-se a Eq.(5.26) explicitando o modulo de distancia tedrico

conforme expressoes dadas nas Eqs.(5.13)-(5.15):

) . 79 [,ui — 5logyo dp, (z, 5) - Mr
XGRB (‘97 M) = 2 :

i=0 0;

Em seguida, expandimos a expressao no argumento da somatoria para fatorar os monoémios

de M:

N2 -
XéRB (5,/\/1) _ i [Mi — 5log;(%dh (2,9)} B 2/\/12 {,ui - 5log;1§ dy, (z,@)} N J\/lQialg

Essa expressao pode ser simplificada como:

X&rp (57 M) = ag + bgM + cgM? (5.27)
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em que:

ag = ZZO 0%2 {f“z’ — 9log dn (Z’ §>]2

bg = —2 ZZO (,% [Mi — 5logyodp (Z, 5)} (5.28)

79
_ 1

tag = Zi:() o?

Analogamente ao que foi feito no caso das supernovas, reescrevemos forma da funcao de

verossimilhanga conforme a Eq.(4.5):

- ag + bgM + cgM?
LarB (9) = Nexp [— ¢ ¢ ¢ ],

2

sendo N um fator de proporcionalidade e integramos o pardametro M de —oo até oo:

— 0 b 2 2 bQ
LGRB,m (9) = N/ dM exp _og +beM+ caM = lNexp Y ey
—00 2 Cq SCG 2

de modo a poder definir uma fungao X%Nla,m a partir da relagao:

EGRB,m <§> = Nexp {_;XéRB,m (é‘)}

que é expressa por:

5.1.5 Oscilacdes Acusticas de Barions

No universo primordial, as escalas de energia eram tao altas que matéria bario-
nica comum estava acoplada com os fétons. Esse plasma barion-féton oscilou devido a
competigao entre o colapso gravitacional e a pressao de radiacao (ELLIS; MAARTENS;
MACCALLUM, 2012). Segundo Hu e Sugiyama (1996), a velocidade de propagacao destas
ondas actsticas presente no plasma é definida por ¢, = 1/ \/ 3(1+3py/4p.,). Com a expan-

sao cosmica e a diminui¢ao da temperatura, o perfil barotrépico do fluido primordial ficou
impresso nas distribuicao de galaxias do universo devido a estagnacao das ondas apods
o desacoplamento barion/féton. As regides de maior pressao ficaram caracterizadas por
uma maior densidade de barions nas escalas correspondentes a distancia percorrida pela
onda sonora até o instante do desacoplamento. Esses efeitos também aparecem na forma
de perturbagoes da radiagao césmica de fundo, porém fixos em relacao ao redshift. No

caso das galaxias, espera-se que o pico de BAO associado a distribuicao de galaxias varie
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com o redshift, fazendo do conjunto de dados de BAO uma efetiva prova da geometria do
universo (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012). Uma outra vantagem na utilizagao
dos dados de BAO consiste no fato de que estes apresentam erros sistematicos bastantes
reduzidos se comparados a outros conjuntos de dados (PERCIVAL et al., 2010).

O horizonte de som determina a localizacao da escala de comprimento do pico
da oscilagao actstica de barions (FAROOQ), 2013). Essa época, conhecida como "drag
epoch'ocorre no redshift 24,4, quando a matéria baridnica ¢ liberada do arrasto dos fétons
desacoplados. Pesquisas atuais medem que esse fenémeno ocorreu com redshift 24,4, >~ 1059
(PLANCK Collaboration et al., 2014). Consequentemente, o horizonte de som pode ser

calculado por:

— 1 o0 c

rs |2 = —
s(dragve) \/§ _ . 3 1 @
(0 o

Neste ponto, chamamos atencao aos modelos cosmologicos de interesse. Eles sao

dz. (5.30)

representados pelas expressoes matematicas (5.1) e (5.4) que descrevem o universo no
periodo de transicao entre o dominio de matéria fria nao relativistica para o de energia
escura. Tal periodo remete a uma faixa de redshit que varia de 0 a aproximadamente 10.
Seria um erro utilizar alguma dessas expressoes no lugar de H (z, 5) presente no argumento
da integral da Eq.(5.30), visto que os limites vao de zgrqy =~ 1059 até o infinito. Nesse
periodo, a radiagao nao pode ser negligenciada. Por conta disso escrevemos a funcao de
Hubble com uma barra acima, que é justamente para indicar que o modelo cosmolégico
ali presente deve levar em conta um termo de radiagao. Isso pode ser feito adicionando
um termo do tipo € = Qo (1 4 2)* no argumento da raiz quadrada das Eqs. (5.1) e (5.4).
No Modelo Unificado, teremos (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016):

Hum (2, 0,0, 8) = H [Qro (14 2)" + Qo (14 2)° +

3 zwy, (2, a, B) 12
+ (1 — Qo — Qo) (1 + 2)" exp (3/0 H’Z;dz’ﬂ (5.31)

e no ACDM:

Hacou (2, o, Qo) = Ho\/(1 — o — Qoo — o) + (o + Qo) (1 + 2)3 + Qo (1 + 2)4-
(5.32)
O parametro de densidade de radiacao €1,y deve dar conta de descrever os fétons
assim como os neutrinos ultrarelativisticos. De acordo com (KOMATSU et al., 2009),

temos:

Qo = Q0 (14 0.2271N.g) (5.33)
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onde Neg é o ntimero efetivo de neutrinos dado por Neg = 3.046 (KOMATSU et al., 2009;
ICHIKAWA; SEKIGUCHI; TAKAHASHI, 2008). Também, segundo Beringer (2012), o
valor do pardmetro de densidade dos fétons é Q.9 = 5.46 x 107,

De fato, os modelos cosmoldgicos com radiagao sao bem mais completos pois tém
sua aplicabilidade extendida a valores de redshifts bastantes grandes. Todavia, nao faria
sentido aplica-lo a cenarios de baixos redshifts pois o acréscimo de um parametro livre
no modelo torna o trabalho computacional exponencialmente mais penoso. Além disso,
sabe-se que o valor desse pardmetro é desprezivel durante a transi¢do matéria/energia
escura a que temos acesso observacionalmente, ou seja, nao mudaria consideravelmente os

resultados. Nessa abordagem, estamos considerando €2, como uma dado observacional
(CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

Podemos utilizar as Egs. (5.31) e (5.32) em (5.30) mas ainda nao podemos calcular
o valor de 7, visto que este agora depende também dos pardmetros cosmoldgicos. Como
entdo utilizar os dados de BAO para a estimativa de parametros cosmologicos? Com BAO
obtém-se informacao da distancia de didmetro angular D4 (z), através da aglomeragao de
galaxias da direcao perpendicular a linha de visada. Também, pode-se obter informacgoes
da taxa de expansao do universo, H (z), pela aglomeracao de galaxias ao longo da linha
de visada (KOMATSU et al., 2009). Embora nao se possa obté-los isoladamente, os dados

observacionais fornecem a razao de escala de distancia, definida por (FAROOQ), 2013):

Ts (Zdra97 9)

d, (z, é’) = W (5.34)
onde
1
D, (=,6) = |(1+2)’ DA (=.0) H(ng)} 3 , (5.35)
é o razio efetiva de distancia, e
Da(2.6) = ¢ i 3 / HC(CZ,@’) (5.36)

¢é a distancia de diametro angular.

A razao de escala de distancia d, (z, 5) fornece a distancia a objetos com redshift
z em unidades de horizonte de som (BENNETT et al., 2013). Em alguns trabalhos, os
autores fornecem a medicao da razao D, (2) /rs (Z4rag) €m vez de s (24rag) /Dy (2). Essa
discrepancia nao influencia a estimativa dos parametros.

Desde o lancamento dos dados de 7 anos do WMAP, as escalas actsticas tem sido
mensuradas mais precisamente pelos surveys, SDSS (Sloan Digital Sky Survey), SDSS-III
BOSS (Baryon Oscillation Spectroscopic Survey), WiggleZ e 6dFGS. Anteriormente, mais
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Tabela 7 — Conjunto de dados de oscilagoes actusticas de barions utilizados nos ajustes
dos parametros cosmolégicos.

Survey  Razao de Distancia z Medicao Referéncia
6dFGS rs/ Dy 0.106  0.336 £0.015 (BEUTLER et al., 2011)
SDSS D,/rs 0.35 8.88 +0.17 (PERCIVAL et al., 2010)
WiggleZ rs/D, 0.44 0.0916£0.0071  (BLAKE et al., 2011)
Boss D,/rs 0.57 13.674+022 (ANDERSON et al., 2012)
WiggleZ rs/D, 0.6 0.072640.0034  (BLAKE et al., 2011)
WiggleZ rs/ Dy 0.73  0.0592 4+ 0.0032 (BLAKE et al., 2011)

Fonte: (BENNETT et al., 2013)

de meio milhdo de galdxias do catalogo do SDSS-DR7 foram combinadas com as galaxias
do 2dFGRS por Percival et al. (2010) para medir a escala actstica em z = 0.2 e z = 0.35.
Uma melhoria nas estimativas da escala actstica nos dados do SDSS-DR7 foi realizada por
Padmanabhan et al. (2012) usando o método de reconstrugao de Eisenstein et al. (2007).
Mais recentemente, os dados SDSS-DR9 do survey BOSS foram utilizados para estimar a
escala de BAO para o CMASS em galaxias com redshift entre 0.43 e 0.7 em um redshift
efetivo de 0.57 (ANDERSON et al., 2012). Para redshifts mais altos, a escala acistica
foi medida usando o survey WiggleZ em trés em redshits entre 0.44 e 0.73 obtendo trés
valores correlacionados de razao de distancia Blake et al. (2012). J4 para baixos redshifts,
mais precisamente z = 0.1, a detecgao da escala de BAO foi realizada usando o survey
do 6dFGS (BEUTLER et al., 2011). A compilacao desses dados pode ser verificada na

Tabela 7 com matriz de correlacao inversa dada na Eq.(5.39).

Os dados da razao de distancia de BAO serao aqueles que utilizaremos para ajustar

os parametros dos modelos cosmoldgicos. Para esse caso, a fungio x5, pode ser definida

COIMmao:
Xarao = ATCA (5.37)
onde
re () 2 (0.1,6) — 0.336
0.35,0) /r. (6) — 8.88
A (0 57,0) /. (0) — 13.67 (5.38)
ro (6) /Dy (0.44,6) — 0.0916
r. (6) /Dy (0.60,6) — 0.0726
r. () /D, (0.73,6) — 0.0592
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44444 0 0 0 0 0
0 34602 0 0 0 0
) 0 0 206612 0 0 0
c-1_ (5.39)
0 0 0 24532 —25138 12099
0 0 0 25138 134598 —64785
0 0 0 12099 —64785 128838

5.1.6 Parametro de Hubble

As medigoes do pardmetro de Hubble em funcao do redshift atualmente sao dados
complementares utilizadas nos ajustes de parametros cosmologicos. O parametro de Hubble
(2.16) que determina a taxa de expansao do universo , pode ser escrito como (ZHENG et
al., 2014):

1 dz
H = — —
(2) 1+ zdt

Dado um determinado fenémeno césmico de redshift conhecido, o parametro de Hubble

(5.40)

pode ser calculado caso dz/dt seja estimado. Essa mudanga do redshift com respeito ao
tempo césmico pode ser inferido a partir do envelhecimento de populagoes galacticas,
conforme proposto por Jimenez e Loeb (2002). No entanto, aqueles sitios caracterizados
por alta taxa de formagao estelar nao fornecem boas estimativas por apresentar o espectro
de emissao dominado pela populagdo de novas estrelas. Para medir dz/dt , é necessério
escolher aquelas galaxias cuja luminosidade é dominada por estrelas antigas. Tendo definido
um conjunto de galdxias com essa caracteristica, basta calcular a diferenca de tempo
césmico entre duas galaxias de redshift conhecido.

Jimenez e Loeb (2002) selecionou um conjunto de galdxias esféricas com espectrosco-
pia de alta qualidade, e por intermédio de modelos de populacao estelar, obteve a idade das
estrelas mais antigas em cada galaxia. Entao, as idades diferenciais em diferentes redshifts
foram calculadas (SIMON; VERDE; JIMENEZ, 2005; STERN et al., 2010; ZHANG et
al., 2014; MORESCO et al., 2012). Medi¢oes no pardmetro de Hubble também podem ser
realizadas através de oscilagoes actsticas de béarions, por meio da escala acustica tipica na
dire¢do da linha de visada (GAZTANAGA; CABRE; HUI, 2009).

Vamos utilizar o conjunto de 28 medigdes de H (z) determinadas por meio de
distintas técnicas catalogado por Farooq e Ratra (2013). Com esses dados, podemos

montar a funcio:

=
|
=
S
K
®
=
—
no

. 28 .
X2H (97 HO) = Z 2

i=1
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Visto que estamos considerando modelos do tipo H (2,60, Hy) = HyE (z,0), podemos

reescrever:
- 12
N 28 Hz — HyFE ZZ‘,@
=1 )
em que
28 H?
H = Zi:l o2
E Zi,g
by =-23 (2) . (5.42)

28 E (Zi, 5)2

i=1 2
% o;

CH

Assim como nos outros conjuntos de dados, nao estamos interessados em estimar

Hy. Nesse caso, vamos marginaliza-lo da fungao de verossimilhanca. Entao:

Lm (5) = /_O; dHo Ly (5, H0> = N/—O:o dHy exp [_aH +be£o —I—CHH(%] .

Logo, temos:

~ 2 1 b 1 b, 1. cy
Ly m (6’) =N ;exp (—ag+> = Nexp <_2CLH+80H_2 no—J,

que implica em:

Xtim = Ay — — +1In = (5.43)
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Tabela 8 — Dados de H(z). O ntimero na tltima coluna de cada dado indica sua fonte. 1:
Simon, Verde e Jimenez (2005); 2:Stern et al. (2010); 3:Moresco et al. (2012) ;
4: Busca et al. (2013); 5:Zhang et al. (2014); 6:Blake et al. (2012); 7:Chuang e
Wang (2013).

H(z o A
z (kmslg\/l)pcl) (kmsflﬁ/lpcfl) Referéncia
0.070 69 19.6 5
0.100 69 12 1
0.120 68.6 26.2 5
0.170 83 8 1
0.179 75 4 3
0.199 75 5 3
0.200 72.9 29.6 5
0.270 7 14 1
0.280 88.8 36.6 5
0.350 76.3 5.6 7
0.352 83 14 3
0.400 95 17 1
0.440 82.6 7.8 6
0.480 97 62 2
0.593 104 13 3
0.600 87.9 6.1 6
0.680 92 8 3
0.730 97.3 7.0 6
0.781 105 12 3
0.875 125 17 3
0.880 90 40 %
0.900 117 23 1
1.037 154 20 3
1.300 168 17 1
1.430 177 18 1
1.530 140 14 1
1.750 202 40 1
2.300 224 8 4

Fonte: (FAROOQ, 2013)
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5.2 AJUSTES COSMOLOGICOS

Com os dados cosmoldgicos descritos na sec¢ao anterior, define-se a funcao de

verossimilhanga através da expressao:
L (9) = Nexp [—2)( (9)} . (5.44)

A funcao 2 (5) pode ser definida pela adicao das funcoes y? referentes a cada conjunto
e dados individualmente. Nesta se¢ao, vamos nos concentrar na combinacao contendo
todos os conjuntos de dados, que é em teoria a mais restritiva. Os graficos das estimativas
biparamétricas para algumas outras combinacoes de conjuntos de dados se encontra no

Apéndice A. Conforme ja comentado, a funcao x? completa é dada por:

X2 (9) = X%Nla,m <9> + XéRB,m (0) + XQBAO (9) + XI2{,m (0> : (545)
As Egs. (5.23), (5.29), (5.37) e (5.43) fornecem as expressoes para as fungoes x? calculadas
individualmente para cada conjunto. Em virtude do valor de 2,9 ser um dado conhecido,

obtido de maneira independente de modelo cosmolégico através da nucleossintese primordial

conforme Sec. 5.1.2; vamos utilizd-lo para definir um prior gaussiano. Através de (5.11),

P () = exp [—1 <Qb°_00407>2] | (5.46)

temos:

2 0.0079

Conforme visto na Eq.(4.3), o produto da fun¢ao de verossimilhanga pela probabilidade
a priori define a probabilidade a posteriori, a menos de uma constante de normalizacao.

Entao:

P (6{¥:}) = Nexp [—;f (6) - ; (W) ] (5.47)

Toda informacao estatistica a respeito do modelo cosmologico pode ser obtida dessa
fungao. A primeira grande quantidade de interesse é o vetor de pardmetros que maximiza
a Eq.(5.47). Quase que na totalidade das vezes, esse serd um procedimento computacional.

Por conta disso, se mostra vantajoso reescrever essa equacao na forma:

Oy — 0.0407\ 2
bo) +1n N, (5.48)

—2I P (6] {vi}) = x* (6) + ( 0.0079

pois o procedimento de maximizar a probabilidade a posteriori é equivalente a minimizar
a funcdo —2In P (5| {YZ})
Com a distribuicao de probabilidades (5.47), a média de um determinado parametro

0, é calculada de acordo com:

6, = / a6y, 6,P (6) . (5.49)
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As covariancias entre os pares de parametros é dada por:

(0:6;) = [ @0 P (8) (6. — (6:)) (6 — 6:)). (5.50)

Quando ¢ = j, temos as varidncias, cujo a raiz quadrada fornece o desvio padrao paramé-

09, = A/ <0191> (551)

trico:

5.2.1 Modelo ACDM

Para o modelo ACDM, obteve-se os valores dos parametros que maximizam a

probabilidade a posteriori, minimizando a Eq.(5.48). Os resultados encontrados
Qo = 0.0481 e gy = 0.268 (5.52)

produzem um x? dado por 2., = 632.7. Com as Eqs.(5.49), (5.50) e (5.51), foram

calculados os valores médios:

Qpo = 0.0481 £ 0.0064 e Q¢ = 0.268 +0.026 (5.53)

e as covariancias dos parametros:

0.000041 —0.00011
Cacom = : (5.54)
—0.00011  0.0007
Por intermédio da Eq.(4.4), foram obtidas a fungoes de distribuigdo de probabilidade
marginal para Qg e {20, cujo comportamento pode ser verificado nos gréaficos diagonais da
Fig. 14. Com essa funcao, foi calculado o intervalo de confianca de 1o ao redor do ponto

de méximo da PDF marginal:

Qpo = 0.0479709% o Qe = 0.26870:02 (5.55)
Os intervalos de confianga obtidos na Eq. (5.53) e na Eq. (5.55) sdo equivalentes. Note ainda
que os valores centrais reproduzem os valores de méaxima probabilidade dados em (5.52).
Considerando a matriz de covariancia, conclui-se que 2,9 e 2o seguem um distribuicao
bivariada binormal, com coeficiente de correlagdio R = —0.67. As regides de 1o, 20 ¢ 3 &
estao ilustrados no grafico inferior-esquerdo da Fig. 14.

E importante notar que o valor estimado para a densidade de bérions segundo
ACDM ¢é 18% maior que aquele fornecido na Eq.(5.11). Os dados observacionais aqui
utilizados indicam que existe um pouco mais de matéria barionica no universo do que o
previsto pela nucleossintese primordial. Embora, se analisarmos as Eqgs. (5.53) e (5.55),
percebemos que a largura das regides de confianca de €9 (~ 0.006) sdo apenas pouco
mais estreitas que a do prior (~ 0.008), tal que as estimativas uniparamétricas de Qg séo

muito mais reflexos do prior do que informacao contida dos dados observacionais.



100 Capitulo 5. Vinculos Observacionais
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Figura 14 — Funcgoes de distribuicao de probabilidade para os pardmetros do modelo ACDM.
As graficos na diagonal principal ilustram o comportamento da PDF marginal
de Qg e Qq, J& o grafico inferior-esquerdo traz as regioes de confianca de
68%, 95% e 99% da PDF bivariada.

Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

Queremos entender a influéncia dos conjuntos de dados nas estimativas paramétri-
cas. Conforme sugerido pela Eq.(5.45), foram utilizados todos conjuntos para se obter os
resultados que acabaram de ser exibidos. Todavia, poderiamos considerar outras combina-
¢oes, como por exemplo apenas SNIa+BAO, SNIa+H(z) e etc. Obviamente, é possivel
estudar os conjuntos de dados isolados, simplesmente excluindo da Eq.( 5.45) a funcio x*
referente aos conjuntos de dados preteridos. Calculou-se entao a func¢ao de distribuicao
de probabilidades a posteriori para cada conjunto de dados a fim de analisar a regiao
do espaco de parametros que ela seleciona. Com isso, é possivel estimar sua influéncia
na PDF completa. A Fig. 15 traz a comparacao das regioes de confianca dessas PDFs
referentes a cada conjunto juntamente com a PDF completa.'’ Note que a regido referente
a PDF completa é justamente uma intersec¢ao entre as outras regides. Ainda, no modelo
ACDM, as regites do espago de parametros filtradas pelos dados de SNIa+GRB e H (z)

10 Uma ressalva deve ser feita. Como os dados de GRB sdo considerados para completar os dados de

SNIa, ndo os analisaremos isoladamente mas sim em conjunto.
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sao equivalentes. Diferentemente, os dados de BAO apresentam um deslocamento positivo
no valor central de (2,9, com uma correlagdo negativa mais intensa (CUZINATTO; de
MORAIS; MEDEIROS, 2016).

Para se obter outras propriedades do modelo, foi gerada uma amostra de dados
que segue a PDF referente a Eq.(5.47) utilizando o algoritmo de Metropolis-Hastings
(LTANG; LIU; CARROLL, 2010; CHIB; GREENBERG, 1995). Foi calculado um redshift
de equivaléncia para cada ponto de acordo com a Eq.(5.5). Como resultado, foi obtido um
histograma de valores que pode ser conferido na Fig. 16. Foi possivel obter a regiao de
confianca de 1o do redshift de equivaléncia, de modo que z., = 0.3560 5. Com a mesma
técnica, foram geradas as bandas de confianga nos graficos de modulo de distancia, razao
de escala de distancia e fun¢do de Hubble para comparar as previsoes tedricas com os

dados observacionais. Os resultados podem ser verificados na Fig. 17.



102 Capitulo 5. Vinculos Observacionais

0.6

051 ] () PN+SNIa+GRB
( PN+H(2)

&S 041 ] )

( PN+BAO

0.2F ] () All dataset

0 1 L L L L L

0.01  0.03 004 006 007

(O™

Figura 15 - Comparagao das regioes de confianca das PDF de cada conjunto de dados
com a PDF completa, todas calculadas com o modelo ACDM . A designacao
PN vem do inglés primordial nucleosynthesis e indica a consideragao do prior
no parametro de densidade da matéria barionica.
Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).
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Figura 16 — Histograma para o redshift de equivaléncia segundo o modelo ACDM.
Fonte: Do autor.

5.2.2 Modelo Unificado

Para o Modelo Unificado, a configuragao paramétrica de maxima probabilidade é:

Qo = 0.0453 , a =271 e B =115 (5.56)



5.2.  Ajustes Cosmoldgicos 103

com um x2. =633.3 e Y24 = 0.910. Analogamente ao ACDM, as médias dos parametros

foram calculadas, e obteve-se como resultados:

Qpo =0.0447£0.0074 , «=287£044 ¢ f=1.23£0.24. (5.57)

As covariancias entre os parametros sao dadas pela matriz:

0.000054 —0.0021 —0.00052
Com=| -0.0021  0.19 0.092 : (5.58)
—0.00052  0.092 0.073

Com a PDF a posteriori, foi obtida a PDF maginal de cada pardmetro conforme
(4.4), cujos comportamentos podem ser verificados na diagonal principal da estrutura
de graficos da Fig. 18. Com essas fungoes, foi possivel estimar o intervalo de confianga

uniparamétrico:

Qpo = 0.0443700073 o =2.71703% e B =1.17T53% . (5.59)

Assim como no ACDM, os valores de 2,9 encontrados sdo um pouco maiores que o valor
central do prior; cerca de 9%. Ainda nesse pardmetro, as incertezas sao levemente mais
restritivas do que a largura de 0.0079 do prior. De certa forma, esse resultado reproduz o
prior com um deslocamento do valor central. Outra caracteristica notavel sao as incertezas
assimétricas apontadas pelas estimativas uniparamétricas de o e 3.

Como o Modelo Unificado depende de trés parametros, é possivel calcular as
probabilidades marginais biparamétricas através de combinacoes 2 a 2 nos parametros. As
regides de confianga de 1o , 20 e 30 dessas PDFs bivariadas estao ilustradas nos graficos
nio diagonais da Fig. 18. E possivel perceber uma correlacio negativa discreta entre
Qo e a assim como uma correlagdo negativa desprezivel entre os parametros Q9 e .
Obviamente, esta informagao estd quantificada na matriz de covaridncia da Eq. (5.58). J&

para os parametros a e 3, a correlagao obtida é positiva e bastante significativa.

Foram estudadas as regides de confianca obtidas com as funcoes y? isoladas de
BAO e H (z) e da combinagao SNIa+GRB. Esses graficos podem ser conferidos na Fig. 19.
Note que os dados de H (z) e SNIa+GRB néo sao restritivos o suficiente para truncar suas
respectivas PDFs dentro dos limites dos priors (vide Tabela 3). Uma andlise estatistica com
essas PDFs seria incoerente. No entanto, elas foram geradas para ilustrar a regiao do espacgo
de parametros que os conjuntos de dados observacionais selecionam individualmente, para

com isso, estimar sua contribuicao na PDF completa.
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Para o calculo da regiao de confianca de 1o do redshift de equivaléncia do Modelo
Unificado, foi gerado uma amostra de dados aleatérios com o algoritimo de Metropolis-
Hastings. Com esses dados, foi produzido um histograma do redshift de equivaléncia (c.f.
Fig. 20) e as estimativas obtidas sdo de 2., = 0.432700%. Embora esse resultado esteja
coerente dentro do intervalo de 1o com o ACDM, ele apresenta um deslocamento relativo
do ponto de méximo tendendo ao passado. Isso indica que no Modelo Unificado, a transicao
entre um comportamento tipo matéria para um tipo constante cosmolégica ocorreu mais
cedo na histéria césmica do que no ACDM. Com os dados dessa amostra, foram calculadas
as regioes de confianca de 1o do modulo de distancia, razao de escala de distancia e funcao

de Hubble para comparar o modelo teérico com os dados observacionais (vide Fig. 21).

5.2.3 Comparacdes entre modelos

Nas duas sec¢oes anteriores, calculamos algumas propriedades estatisticas do Modelo
Unificado e ACDM, realizando discretas comparagoes entre eles. Um resumo dos resultados
14 apresentados consta da Tabela 9. Com as funcoes de distribuicao de probabilidades
de cada um dos modelos, foi possivel calcular as bandas de confianga para o parametro
efetivo da equagao de estado das componentes escuras weg (no ACDM) e w, (UM) das
componentes escuras em termos do redshift, Eqgs. (3.2) e (3.20). Esses graficos podem
ser visualizados na Fig. 22. Nota-se pela Fig. 22a que dentro do intervalo 0 < z < 6, os
modelos sao condizentes com confianga de 99%. Com 1o de confianca, hé equivaléncia
entre modelos nas regides de 0 < z < 0.7, com o modelo unificado evoluindo por meio de
uma transicao mais rapida. Por conta disso, os comportamentos deixam de ser equivalentes
em z =~ 0.7, com o modelo unificado apresentando valor mais alto de w. Esse cenario
se mantém até z ~ 2.5, tal que no regime de 2.5 < z < 3.5 os modelos s@o novamente
equivalentes com confianga de 68%. Nesse intervalo, o ACDM apresenta taxa de varia¢ao
mais acentuada. Ainda com lo de confianga, para z > 3.5, é nitido que em ambos os
modelos, wqari tende a zero, mas com o Modelo Unificado evoluindo de maneira mais lenta.

Para valores de z > 6, os modelos sao distintos com confianca de 3o.

Nesta secao, objetivamos realizar algumas outras comparagoes para estabelecer
um panorama geral sobre a viabilidade do Modelo Unificado em detrimento no modelo
ACDM. Em primeiro lugar, vamos compara-los de maneira qualitativa através da tabela
de evidéncia bayesiana para avaliagdo do parametro de Bayes (c.f. Tabela 2). De acordo

com a Eq.(4.11), o calculo da evidéncia bayesiana utilizando PDF’s completas fornece:

P ({Y;} [Macom) = 2.076 x 10714

para o modelo ACDM; e
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Tabela 9 — Resultados obtidos da funcao de distribuicao de probabilidades a posteriori
definida na Eq.(5.47) para o modelo ACDM e Modelo Unificado. O valores
de best-fit dos pardmetros sao aqueles que maximizam a PDF. As média sao
obtidas integrando o produto da PDF com o parametro de interesse em todo
o espago de parametros. J4 as estimativas uni paramétricas foram obtidas a
partir da PDF marginal de cada parametro.

Modelo Grandeza  Best-fit Média E&maﬂ/v a‘
Uniparamétrica
Qo 0.0482  0.0481 4 0.0064 0.048073:9063
ACDM o 0.268 0.270 £ 0.026 0.26815-02
Zeg 0.324 - 0.36070:024
Xzoin 632.7 -
X2ou 0.916 —~
Qo 0.0454  0.0447 £ 0.0074 0.044373:9975
o 2.71 2.8740.44 2.7570:38
UM +0.28
6 1.15 1.23+0.27 1.17+928
Zeq 0.404 - 0.410%5:35
Xooin 628.2 —~
X2ou 0.910 —~

Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016)

P ({Y;} |Muym) = 1.34 x 107140

para o Modelo Unificado. Pela Eq. (4.14), o fator de Bayes do Modelo Unificado em relacao
ao ACDM sera:

P ({Yi} [Muwm)
P ({Yi} [9Macom)

que de acordo com a Tabela 2, reflete uma fraca evidéncia de que o Modelo Unificado esta

Buwm/acom = =6.5 ,

mais condizente com os dados observacionais do que o modelo ACDM. E importante nesse
ponto saber distinguir se esse resultado tem alguma significAncia ou se é apenas reflexo de
um acaso estatistico.

Na tentativa de responder essa questao, existe um outro aspecto que pode ser
levado em consideracao. Todo o estudo realizado até agora assumiu o principio cosmoldgico
de homogeneidade e isotropia espacial. No entanto, um dos mais poderosos recursos
da cosmologia atual ¢ a possibilidade de se obter informacoes cosmologicas a partir de

heterogeneidade da distribuicao de matéria, com a chamada cosmologia perturbativa. Um
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forte argumento para comprovacao de um modelo cosmoldgico é seu potencial de predicao
do power spectrum de matéria, como um indicativo direto do processo de formacao e
evolucao das estruturas (DODELSON, 2003). Nesse estudo, conclui-se que para prever os

"0 modelo deve apresentar uma velocidade do som

dados dos contrastes de densidade,
nula durante um intervalo de tempo especifico a medida que olhamos ao passado. Aqueles
modelos cosmoldgicos cujos valores de wgac tendem a zero mais rapidamente mostram
maior coeréncia com os dados (SANDVIK et al., 2004). Analisando a Fig. 22b, é possivel
verificar que o parametro da equacao de estado para as componentes escuras tende a zero
de maneira mais rapida no ACDM do que no Modelo Unificado. Visto que ja foi mostrado
por Sandvik et al. (2004) que o Power Spectrum de matéria é bem instavel sob grandes
variagoes do regime ACDM, é bem provavel que o Modelo Unificado nao seja capaz de
predizer os dados de Power Spectrum. Abordaremos esse problema com mais detalhes no

préximo capitulo.

1 O contraste de densidade quantifica a perturbacio no campo de densidade de energia. E definido

pela razao entre a perturbagdo para com a densidade de energia de fundo.
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Figura 17 — Bandas de confianca de 68% para (a) o modulo de distancia, (b) razao de
escala de distancia e (c) fungdo de Hubble. A linha continua mostrada nos
graficos diz respeito as previsdes do modelo ACDM utilizando os valores
paramétricos de best-fit, conforme a Eq.(5.52).

Fonte: Do autor.
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Figura 18 — Funcoes de distribuicao de probabilidade para os pardmetros do Modelo
Unificado. A diagonal principal traz os graficos das PDFs marginais unipara-
métricas. Os demais graficos ilustram as regioes de confianca de 68%, 95% e

99% das PDF’s marginais bivariadas calculadas para cada par de pardmetros.
Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).
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Figura 19 — Comparacao das regides de confianca entre a PDF completa do UM e as PDFs
individuais de cada conjunto de dados no mesmo modelo.
Fonte: Do autor.
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Figura 20 — Histograma para o redshift de equivaléncia segundo o Modelo Unificado.
Fonte: Do autor.
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Figura 21 — Comparagao entre a previsao teérica do modelo unificado / best-fit com os
dados observacionais. Sao apresentadas bandas de confianca de 68% para (a) o
modulo de distancia, (b) razao de escala de distancia e (c) fungao de Hubble.
Fonte: Do autor.
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Figura 22 — (a) Comportamento do pardmetro efetivo da equagio de estado para compo-
nentes escuras no Modelo Unificado, w,, e modelo ACDM, w.g. No eixo y,
Waark € UM nome genérico para w, (curva azul) e weg (curva vermelha). (b)
Foi selecionada uma regiao que ilustra w (z) tendendo a zero a medida que
consideramos maiores redshifts. (¢) Comportamento da taxa de varia¢do w (z)

em funcao do redshift.
Fonte: Do autor.
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6 COSMOLOGIA PERTURBATIVA

Até agora, todo o estudo realizado leva em conta o principio de homogeneidade e
isotropia do universo. Esse estudo cosmolégico por muitas vezes ¢ denominado cosmologia
de background. Com essa premissa, comparamos a resposta do modelo ACDM e Modelo
Unificado aos dados observacionais e verificamos que, em esséncia, nao existe diferencas
significativas em seus comportamentos. Apesar disso, existem algumas diferencas.

Como mostra a Fig. 22 para w das componentes escuras, no Modelo Unificado, a
transi¢ao entre um periodo de expansao desacelerada para um periodo acelerado é mais
rapida do que a do ACDM. Além disso, as estimativas do redshift em que o fluido composto
pelas componentes escuras deixa de ser efetivamente matéria passando a ser efetivamente
constante cosmolégica ocorre pouco mais cedo no UM do que no ACDM. Apesar da analise
cosmologica ter apresentado essas diferencas, um estudo de evidéncias bayesianas nao foi
restritivo o suficiente para apontar a preferéncia de um modelo em detrimento ao outro.

Na parte do trabalho que se inicia agora, vamos lidar com a nao homogeneidade
do universo. Nela, é possivel estudar a formacao de galaxias, aglomerados galacticos e
estruturas filamentadas nas quais a matéria se distribui. Esse estudo é conhecido como
Teoria de Perturbacoes Cosmologicas ou Cosmologia Perturbativa. Sob essa dtica, o modelo
cosmologico que guia a evolugao cosmica afeta fortemente a distribuicao de matéria no
universo. Por conta disso, se espera que pequenas diferencas entre modelos cosmologicos
possam levar a grandes discrepancias na evolucao das quantidades perturbadas.

Em cosmologia perturbativa, os resultados de background continuam validos pois
sao considerados como aproximagoes de ordem zero. Dessa maneira, o trabalho que se segue
seria aplicar perturbacgoes lineares tanto na curvatura quanto no tensor energia momento
e estudar a evolugoes dessas perturbacoes ao longo do tempo. Todavia, um cuidado
extremo deve ser tomado. Em cosmologia de background, as simetrias de homogeneidade
e isotropia impostas sobre o espago-tempo privilegiavam o sistema de referencial comovel.
Em cosmologia perturbativa, surge uma dificuldade a mais que reside na liberdade de
escolha do referencial para descricao das variaveis perturbadas. Para resolver esse problema,
é necessario reescrever as perturbagoes de maneira invariante a escolha de referencial.
Isso pode ser feito decompondo as quantidades perturbadas em componentes irredutiveis,
na chamada decomposicido SVT (scalar-vector-tensor decomposition) (BARDEEN, 1980).

Veremos como tudo isso acontece nas préximas secoes.

6.1 CONSIDERACOES ACERCA DO UNIVERSO HOMOGENEO E ISOTROPICO

Apesar de ja termos estudado a cosmologia de background na primeira parte desse

trabalho, é necesséario efetuar algumas alteragoes nas equagoes da dinamica cosmica para
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servirem de suporte a teoria de de perturbagoes.
Antes de prosseguirmos, vale salientar que sob varios aspectos, é mais vantajoso
estudarmos a evolucgao das perturbagoes em termos de outro parametro temporal, conhecido

como tempo conforme (7). A relagdo entre ele e o tempo préprio é dada por:
dn = —. 6.1
= (6.1)

Além disso, a parte espacial da Eq.(2.2) pode ser escrita em coordenadas retangulares em
vez das coordenadas esféricas. Substituindo essas alteracoes na definicdo no elemento de
linha FLRW dado em Eq.(2.2), temos o elemento de linha de background:

ds* = a* (n) [(dmof - 5ijdxidxj] . (6.2)

0 xl 22 2%) ndo é estritamente

Essa substituigdo de varidveis o = (t,r, 6, ¢) para x* = (x
necessaria mas foi considerada pois culmina em um procedimento de calculos mais simplifi-
cado. Adotaremos daqui em diante a convencao de ¢ = 1. Nesse novo sistema de unidades,

podemos reescrever a métrica de background como:

a® (n) 0 0 0
3 0 —a*(n) 0 0
[Gu] = , (6.3)
0 0 —a*(n) 0
0 0 0 —a%(n)
O “77 acima da métrica indica que esta quantidade estd associada ao background. Ou seja,

¢ a métrica quando as perturbagoes sao nulas.
Para obter as equacoes da dinamica coésmica, devemos calcular primeiramente os

coeficientes da conexao:

em que se definiu o pardmetro de Hubble conforme (H) como:

!/

Q

H="=aH, (6.5)

2 |

“wr o,

onde indica a derivacdo em relagdo ao tempo conforme:

d ()
= (6.6)

Ui

O
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Com a conexao, é possivel calcular o tensor de Einstein — vide Eqgs. (2.1), (2.7):

i 1 / i
Giy = — (QH + M) &,

7q

Utilizando o tensor de Einstein juntamente com o tensor energia momento de fluido
perfeito (2.11) nas Equagoes de Campo de Einstein (2.1), obtemos a primeira equagao de

Friedmann:

e =

a®p(a) | (6.8)

e a sequnda equagdo de Friedmann:

2H' + H?* = —87Ga*p , (6.9)

calculadas com o tempo conforme.

Continuamos interessados em equagoes de estado do tipo barotrépica, Eq. (2.22):

p(a) = w(a)p(a). (6.10)

Assim como foi feito na Sec. 2.1.3, serd mais vantajoso trabalharmos com a equacao de
conservagao covariante do tensor energia momento (2.13) em vez da segunda equagao de
Friedmann (6.9). Portanto, as equagdes que vao determinar a dindmica césmica em termos

do tempo conforme serao:

22— 87TG

2sz (6.11)

pi (@) = ppa™> exp (‘3 /0“ wicf,a)dd> ) (6.12)

em que p; ¢ a densidade de energia de cada componente do fluido césmico.
Da combinagao da Eq.(6.8) com a equacao de conservagao covariante do tensor

energia momento de fluido perfeito:

p=—3H{G+p) . (6.13)
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podemos obter varias relagoes de background que serdo uteis posteriormente. Sao elas:

4
H = —7;Ga2 (p+3p) ; (6.14)
! 1 2

/ /

w AW
1+w—3’H<w p’)’ (6.16)

/

P = —3pH (1 +w) 7;,. (6.17)

Nesse capitulo, e adiante na dissertacdao, vamos utilizar uma notacao que até agora
nao foi apresentada formalmente. Sempre que uma quantidade qualquer aparecer com um
W~

, ela estard sendo calculada no background, ao passo que que as derivagoes parciais

com respeito as coordenadas espaciais serao:

0, 20

(6.18)

6.2 ESPACO-TEMPO PERTURBADO

Estabelecido o panorama da cosmologia de background, precisamos dar inicio as
consideragoes voltadas a cosmologia perturbativa. A priori, é importante salientar que
em nosso estudo, frequentemente faremos distin¢ao de dois espacos pseudo-riemannianos
distintos: o background que é aquele espaco-tempo descrito pela métrica FLRW e o espaco-
tempo perturbado, que é o espago-tempo real (ndo aproximado). A perturbagiao de uma
determinada quantidade é dada pela diferenca entre o valor que tal quantidade assume
no espago real e o valor de background. E primeiro lugar, vamos supor uma métrica

perturbada composta pela soma da métrica de Friedmann e um termo de perturbacao:

ds* = [g,w + 09, (:E’\)} dztdz”, (6.19)

onde §,, representa o background e dg,, representa a perturbacio, com |8¢,,| << |G-
Ou seja, estamos assumindo termos lineares de perturbacao. Essa contribuicao perturbativa
¢ um tensor simétrico que contém 10 fungoes independentes. Ela é decomposta em trés

entidades distintas: uma escalar (¢), uma vetorial (C;) e uma tensorial (ﬂ,/ij):

20 | 20, 20, 20y

2C [ Yy Y12 M3

Ogu (%) = a ()" (6.20)

205 | 712 Vo2 Va3

2C3 | 713 Y23 Va3
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Note que o elemento dgypy = 2a%¢ carrega um grau de liberdade, 6go; = 2a%C; carrega

trés e dg;; = CLZ%_j leva os 6 graus de liberdade restantes. As entidades C; e 7,; sao

tensores no espago euclidiano, cujos indices pode ser levantados ou abaixados através de
d;; (MUKHANOV, 2005).
Com as Egs. (6.3) e (6.20), o elemento de linha (6.19) pode ser reescrito de forma

mais geral através de:

ds® = a(n)? l(l + 20) dn* + 2C;da"dn + (%j - 51-]-) da:ida:j] . (6.21)

Nesse ponto, devemos decompor as quantidades perturbadas em partes irredutiveis.
A parte puramente temporal dggy da perturbacao ja se apresenta em sua forma irredutivel
por depender exclusivamente da quantidade escalar ¢. Em contrapartida, a componente
vetorial dg;y contém o 3-vetor C; que pode ser decomposto no divergente de uma funcao

escalar (B) somado a um vetor (S”L) de divergéncia nula. Ou seja:

dgio = 2Cia* = 2a* (B, + 5;) (6.22)

onde:

Sti=0. (6.23)

)

Embora o vetor S; tenha trés componentes, ele carrega apenas dois graus de liberdade devido
ao vinculo (6.23). Somando-se o grau de liberdade referente ao escalar B, recuperamos os
trés graus de liberdade associados a C;. Ressalta-se que daqui em diante, as quantidades

wA”

com divergéncia nula estarao representadas com um acima.

As componentes dg;; que se comportam como tensor sob rotagoes em 3D podem

ser escritas em partes irredutiveis:

5_91']' = GQ’)/Z'J» = (Z2 (2/(/15” -+ 2E’ij + E’j + ﬁj’i -+ }AI”) y (624)

onde 1) e E sao escalares, F; ¢ um 3-vetor de divergéncia nula

=0, (6.25)

e h;; ¢ um 3-tensor transverso e de traco nulo:

hij’,z‘ =0

N (6.26)
h; =0

As quantidades ¢) e E carregam um grau de liberdade cada. O 3-vetor L acopla dois
graus de liberdade em virtude de apresentar o vinculo dado na Eq.(6.25). Por fim, os dois

graus de liberdade restantes estao presentes no tensor /,;: apenas 6 dos 9 elementos de
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h;; de sao independentes pelo fato dele ser um tensor simétrico; a primeira das Eqs.(6.26)
impoe trés vinculos ao tensor e a segunda impoe mais um, eliminando assim mais quatro

graus de liberdade, resultando nos dois graus liberdade esperados.
Substituindo (6.22) e (6.24) em (6.21), temos:
ds?> = a(n)’ l(l +2¢) dn? + 2 (B,i + SZ) dz'dn +
— (1 — 2/1/}) (5de2dx] + (2E7ij + E,j + ﬁj’i + }AI”) d$1d$j]

que pode ainda ser reescrito como:

ds? = a(n)® [dn2 - 5ijdxidxj} +
+2a (n)* [¢d772 + Bda'dn + (E ;; + 16;) dﬂd:ﬂ] +

" 1, . o
+2a (n)” [Sidl'zdn +3 (Fw + ng) drida’ | +

+a (n)® hyde'da? . (6.27)

Analisando a Eq.(6.27), podemos simplificar o elemento de linha de acordo com:

ds® = [ + 095 + 0gU, + 0gt | datdz” (6.28)

em que g, ¢ dada na Eq.(6.3), dgs,, dado por:

¢ 1B, B, 1B
iBi|v+F E E
[Bgsw] =2a2(n) | 2 v B = e , (6.29)
%B,Q E 12 U+ E E o3
%B,s E 13 E o3 v+ E 33

0 S’l SQ SS

sl =2ty | 0| P alRar R 3 (RarFa) g
Sy % (F21+F1,2) Fs9 % (F2,3+F32)
Ss %(F31+ﬁ13) %<ﬁ32+F23) Fys
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e a contribuicao tensorial dgt,, dada por:

0 0 0

}Aln }Al12 il13
[0gt,] = A A R (6.31)
}1/12 h22 }2/23

A A~

his  has  hss

o O O | o

A decomposicao SVT mostra-se uma ferramenta muito poderosa pois, na teoria de per-
turbacoes lineares, a evolucao das perturbagoes escalares, vetoriais e tensoriais nao se
misturam e podem ser tratadas separadamente. Nese contexto, podemos descrever algumas
caracteristicas de cada uma delas (MUKHANOV, 2005):

o Perturbacoes escalares: sao caracterizadas pelos quatro escalares ¢ , 1), B e E. Elas
sao induzidas por inomogeneidades na densidade de energia. Essas perturbacoes sao
as mais importantes porque exibem instabilidade gravitacional e sao responsaveis

pela formacao de estruturas do universo.

e Perturbacoes vetoriais: sdo descritas pelos dois vetores de divergéncia nula S; e F;
e estao relacionadas aos movimentos rotacionais do fluido. Estas decaem muito

rapidamente e nao tém interesse cosmologico.

e Perturbagoes tensoriais: associadas ao tensor /;;, descrevem ondas gravitacionais,
que sao os graus de liberdade do préprio campo gravitacional. Na aproximagao linear,

as ondas gravitacionais nao induzem nenhuma perturbacao no fluido perfeito.

As variaveis de perturbacao sdo entendidas como a diferenca entre o valor calculado
no espaco-tempo real e o background. Essa defini¢do s6 faz sentido se a comparacao for
feita no mesmo ponto. Uma vez que esses valores estao em espaco-tempos diferentes,
seria necessario estabelecer um mapeamento que ligue dois pontos em espaco-tempos
distintos de maneira univoca. Essa correspondéncia é chamada escolha de gauge e mudar
o mapeamento implica em realizar uma transformacao de gauge (RIOTTO, 2002)

As perturbagdes da maneira como estao escritas carregam cargas de perturbagoes
ficticias, que nao estao atreladas a nenhuma quantidade fisica e s6 aparecem devido a
efeitos de mudanga de coordenadas (MUKHANOV, 2005). Isso é consequéncia direta do
fato de que nao é possivel associar univocamente um ponto do background com um ponto
do espago-tempo perturbado através de uma transformacao de gauge.

Para eliminar esse problema, sao adotados usualmente duas abordagens:

e Escolher um determinado gauge. Ou seja, escolher uma forma para as perturbagoes
vinculando transformacgoes de coordenadas especificas. Por exemplo, escolha de um
sistema de referencial onde apenas as componentes diagonais da métrica possuem

termos de perturbagao.
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e Identificar combinagoes de variaveis perturbadas que sdo invariantes de gauge.

Ambos os procedimentos possuem vantagens e desvantagens. Nesse trabalho, va-
mos utilizar sobretudo um gauge especifico conhecido como gauge newtoniano ou gauge
longitudinal (RIOTTO, 2002).

Nas proximas secoes, vamos quantificar as alteragoes que uma mudanga de gauge
inflige nas perturbacoes da métrica, e nas perturbagoes de quantidades escalares, vetoriais

e tensoriais.

6.2.1 Transformacoes de Gauge

As perturbagoes de uma determinada quantidade @ (7, z#) sao definidas no mesmo

ponto da seguinte maneira:

6@ (777 xu) = Q (777 l.lt) - Q (77’ :L,M) ’

sendo que Q (n, x*) estd representando a quantidade nao perturbada. Em Relatividade
Geral, a abordagem correta necessita de um maior cuidado para estar de acordo com o
Principio da Covariancia Geral (PETER, 2009). Até agora, tudo o que consideramos é que o
espago-tempo perturbado é préximo ao espago-tempo FLRW. No entanto, existem infinitas
maneiras de se estabelecer sistemas de coordenadas com métricas proximas a métrica de
fundo. Nas se¢oes posteriores, vamos definir um método de determinar perturbagoes que
independam de transformagoes entre sistemas de coordenadas perturbados.

Dado um ponto P no referencial de background, existe um ponto em cada referencial
perturbado que é relacionado & P. As transformacdes que mapeiam esses pontos entre
os diversos sistemas de referencial perturbados sao conhecidas como transformacoes de
gauge (vide Fig. 23). Nesta segao, vamos nos referir as coordenadas do espago-tempo de
background como sendo z*, e dois sistemas de coordenadas no espago-tempo perturbado

dados por xé‘A) e T(g)-

O sistema de coordenadas {x’(‘A)} relaciona o ponto P no background com o ponto

P4y no espago perturbado. Da mesma forma, o ponto Py no espago-tempo perturbado ¢é
relacionado com o ponto P do background através das coordenadas perturbadas {ZIT?B)}.

Essa associacao pode ser formalizada através de:

Tt (p) = :CI(A) (P(A)) = :L‘l(lB) (P(B)) . (632)

Ou seja, na Fig. 23, supondo que cada linha do sistema de coordenadas {Z"} represente
uma unidade, o ponto P no background serd dado pelo par coordenado (2,3). No espaco-

tempo perturbado, o par coordenado (2,3) nos sistemas de coordenadas {x?A)} e {L’(‘ B)}
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75 = const
(B)

Z' = const B "
~ T(4) = cons
P ) F(5
9 J = = const ) ( ) 77(A) = const
D 3 P(A 7(B) = const
A
2 2
2
1 ‘ 2
1

O oy
1

Figura 23 — Espago-tempo de background ilustrado na esquerda com coordenadas 7* e o
espago-tempo perturbado na direita com coordenadas a:‘(‘ 4)€ r’{ B)-
Fonte: Do autor.

apontardo respectivamente os pontos distintos P4y e Pip). A diferenca entre esses dois

pontos é o vetor £, tal que: !

) (P(B)) =l (P(A)> + ¢ (6.33)
no sistema {z{,}; e
1) (Py) = 2l (Pow) +€" (6.34)

em {z{p }. Através da Eq.(6.32), as Eqs. (6.33) e (6.34) fornecem as transformacdes de

gauge:

Z(a) (P (B)) = Z(p) (P<B>) + & (6.35)
[§
() (P(A>) = 7(p) (P(A)) + & (6.36)

Das Eqgs.(6.35) e (6.36), podemos estabelecer:

I

ax(A) y y
oo = 0L+ 0k (6.37)
'(B)

xFA) (P(p)) indica as coordenadas do ponto P no sistema {x‘(LA)}
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Y
B gn_ g e, (6.38)

ox? A

As Egs. (6.35) e (6.36) fornecem as transformagoes de coordenadas entre os sistemas
referenciais do espaco-tempo perturbado. Nosso interesse nesse momento ¢ obter as trans-
formacgoes de gauge para quantidades tensoriais de rank qualquer. Conforme demonstrado
no Apéndice D, a lei de transformacao de gauge para as perturbac¢oes de um escalar s, um

4-vetor v*, e para os tensores 7}, (covariante ) e T"” (contravariante) sao:

55’(,4) = 65](3) — 0,,5¢"

S0M| 4y = 00| ) + ONEHTN — DrTHE

5TuV|(A) - 6THV|(B) o avfﬁfﬂﬂ - 8“50‘711, - (9,)Tu,,£p
ST | gy = 6T™| gy + O TH + Dp&H T — 0,THE"

: (6.39)

onde §, UM, TW e TH estao definidos no background.

6.2.2 Transformacdes da Métrica

A métrica perturbada, como pode ser conferido na Eq.(6.19), é dada pela soma da

métrica de background mais um termo de perturbacao:

Guv = g;w + 59,W|(A) . (640)

Aqui, representamos a perturbacgao o gW\( A) dada num sistema de coordenadas genérico
{x’(l A)}. Visto que a perturbagao é dependente de gauge, podemos realizar transformagoes

entre gauges distintos através da Eq.(6.39):

59W|(A) - 59’“’|(B) N (a”gﬁ) Gup — (aufa) Jov — (apglw) £ (6.41)

De acordo com a decomposicao SVT, temos que separar £” em parte temporal e

espacial:
¢ =(¢) .

Além disso, temos que decompor os graus de liberdade de ¢ em parte escalar e vetorial:

fi:W’i‘f‘é:Wri-@i, (6.42)

A

onde 7 é um escalar e 0 ¢ um 3-vetor de divergéncia nula (9 0= O) . O vetor 0 pode ter

L. . o ~i oA
seus indices levantados ou baixados por 0“7, i.e., § = §0;.
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Portanto, as transformacoes de cada componentes da perturbagao da métrica sao:

5900‘(,4) = (5900’(3) —2a (CLSO) '

il ay = Saoil iy +a® [0+ (7 = €°) : (6.43)

a a a
5gij|(A) = 591]’(3) + a2 [2a5ij50 + 271'71']' + Qm’ + ej,i‘|

em que foram utilizadas as notagoes (6.6) e (6.18).

Com as Eqs.(6.43), temos as transformagoes de gauge das perturbacoes da métrica.
Essas trés equacoes descrevem as variagoes das perturbagoes da métrica devido a uma
mudanga de coordenada. Nota-se que em 5g00\( ) temos apenas variagoes escalares. Ja em
(5901\( 4y, temos duas variacoes escalares e uma vetorial. Por fim, em (5gij]( 4 temos duas
variacoes do tipo escalar e duas do tipo vetorial.

No comego dessa segdo, obtivemos as Eqgs. (6.28), (6.29), (6.30) e (6.31) que
descrevem as perturbacoes da métrica em termos das fungoes escalares ¢, B, F, e 1; das
fungoes vetoriais S”i e Fi; e da funcgao tensorial /Azjj. Em primeira ordem de aproximacgao,
os modos de perturbagdo escalar, vetorial e tensorial evoluem independentemente (eles
se desacoplam) e por conta disso, é possivel analisa-los separadamente (MUKHANOV;
FELDMAN; BRANDENBERGER, 1992).

Vamos focar no estudo das perturbagoes escalares. Isso porque as perturbagoes
vetoriais decaem muito rapidamente e as perturbagoes tensoriais nao induzem perturbacgoes
no tensor energia momento de fluido perfeito (MUKHANOV, 2005). Portanto, basta

considerarmos na Eq.(6.28) a contribuicao escalar, dada na Eq.(6.29).

6.2.3 Perturbacoes escalares

Conforme comentado, consideraremos apenas a contribuicao das perturbagoes

escalares em (6.27):

ds* = a (n)” | (1 +20) dn® + 2B dx'dny + (2E;; — (1 — 2¢) 6;;) dz'da? (6.44)
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Nesse caso, a perturbac¢ao do tensor métrico é dada na Eq.(6.29), supondo que esta

perturbagio estd definida num sistema de coordenadas {x*}. Portanto:

dgoo = 2a¢

0g0i = 2B, : (6.45)

0gij = Yoij + Eij
De acordo com a Eq.(6.43), podemos obter a variagao das perturbagoes da métrica devido a

uma transformacao de gauge que leva ao referencial {:177 A)}. Para perturbagdes puramente

escalares, temos 0" =0 e com isso, a Eq.(6.43) se simplifica em:

5900’@4) = 0goo — 2a (afo)/

0oil(ay = dg0; + @® (77/ - 50) : : (6.46)

)

a
5-%]’(14) = 5gw + Cl2 <2a5ij£0 + 27T,ij>

Ao aplicar a transformagao (6.46) em (6.45), obtém-se:

/ a’
by =0—5(a€) 5 v =0+t
(6.47)
Buay=B+7n-¢ | Euw=FE+r
Note que apenas as varidveis 7 e £ contribuem para as perturbacoes escalares. E possivel
escolher seus valores de forma a anular duas da quatro fungoes ¢, ¥, B e E. A combi-

nacao linear invariante de gauge mais simples destas quatro fungoes que determinam as

perturbagoes fisicas sao:

1
®=o—la(B-F)
C&/ (6.48)
UV=y+—(B-FE)
a
Essas variaveis nao se alteram sobre transformagoes de gauge. Portanto, se elas se anularem
em um sistema de coordenadas, elas serao nulas em qualquer outro sistema. Com isso, é
possivel distinguir as inomogeneidades fisicas das perturbacoes ficticias geradas por transfor-
magoes infinitesimais de coordenadas (MUKHANOV; FELDMAN; BRANDENBERGER,

1992). Uma outra variavel invariante de gauge de interesse é:

Sp=dp—7 (B—E). (6.49)
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que esta relacionada com a perturbagao da densidade de energia.

A abordagem de maior praticidade é a fixacdo de um gauge especifico, escolhido de
acordo com os objetivos do estudo. No nosso caso, vamos utilizar a liberdade de gauge para
definir o gauge conforme-newtoniano, que sera aquele no qual encontraremos as equagoes
da cosmologia perturbativa. O gauge newtoniano ¢ definido por £ = B = 0. Essa condigao

fixa o sistema de coordenadas de forma tnica e através da Eq.(6.44), produz um elemento
de linha:

ds*> = a (n)” | (14 2¢)dn? — (1 — 24) 6;;daida’ (6.50)

Com essa métrica, se o tensor energia momento for diagonal, temos a equivaléncia
¢ = 1, restando apenas uma variavel descrevendo as perturbacoes escalares da métrica. A
variavel ¢ é a generalizagao do potencial newtoniano, que justifica o nome do sistema de
coordenadas (gauge newtoniano). Pelas Eqgs. (6.48) e (6.49), podemos notar que as varidveis
invariantes de gauge apresentam uma interpretagao muito simples: sao as amplitudes da
métrica e a perturbacao na densidade de energia.

Uma vez definido o gauge, vamos nos concentrar em obter a forma perturbada das

Equacoes de Einstein para possibilitar o estudo da evolugao das variaveis perturbadas.

6.3 EVOLUCAO DAS PERTURBACOES

No regime linear, as equagoes da cosmologia podem ser obtidas da linearizagao das

equagoes de Einstein:
1
G" =R', — 55“1,}% = 8rGTH,. (6.51)
E valido salientar que tanto G* quanto T* sdo tensores covariantemente conservados:

V.G, =V, T" =0. (6.52)

v

A fim de determinar as equagoes perturbadas, podemos dissociar os tensores G*, e
T*, bem como o operador de derivacao covariante V,, em uma parte de background mais

perturbagao. Ou seja:

Gr, = G" + 5G*,
TH =T" 4 6T" (6.53)
V,=V,+0V,

Substituindo (6.53) em (6.51), obtemos duas equagdes. A primeira delas:

G* = 8rGT" (6.54)
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sao as Equagoes de Campo de Einstein no background, que como ja vimos, dao origem as

Egs. (6.8) e (6.9). A segunda equagao fornece a dindmica das perturbagoes:
0G*, = 8nGOT",. (6.55)

Podemos aplicar a (6.53) na equagao de conservagao covariante do tensor energia

momento (6.52). Os resultados obtidos serao:
v, " =0,
para a parte de background; e:

V0T 4+ 6V, T =0, (6.56)

para a parte perturbativa.
Do elemento de linha dado na Eq.(6.50), obtemos a métrica do espago tempo

perturbado. Com ela, calcula-se os coeficientes da conexao :
AT A
r, =0, +d,,, (6.57)

onde a parte de background estd dada em (6.4) e suas perturbagoes calculadas por:

0Ty = ¢’ 6Ty = ¢
oLy = =2[' +2H (o +¥)]d;;  OIG; =6, (6.58)

Substituindo (6.57) em (6.56), encontra-se:

0, 0T", + T 6T —T'%, 6T + 614, T — 615, T =0 . (6.59)

Por fim, para obtermos as equagoes da dinamica cdésmica perturbada, devemos
calcular as perturbagoes do tensor de Einstein (6G*, ) e no tensor energia momento (67%)
para depois aplica-las nas Eqs. (6.55) e (6.59). Essa sequéncia nos dard um conjunto de

equagoes diferenciais acopladas que guiam a dinamica.
Concentrando-nos no tensor energia momento do fluido perfeito:

1", = (p + p) u'u, — pd",

com p e p sendo densidade de energia e pressao como usual, e u* a 4-velocidade do fluido.

Vamos adotar o procedimento padrao de perturbacao que consiste em interpretar cada
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quantidade como sendo a soma de um termo de background com um termo de perturbagao.

Ou seja:

TH =T + 0T",
p=p+op
p=p+0op

uw’ = ot + dut

Desse procedimento, segue que:

T4 = (p + p) @@, — po*, , (6.60)

e a relacao das perturbagoes:

oT", = (p + p) (@"du, + du*,) + (6p + dp) W!'d, — dpd”, (6.61)

Em primeiro lugar, num sistema referencial com o tempo préprio (t, x? F)) .2 as coordenadas
espaciais xf F) S80 comoveis a expansao. Nesse caso especifico, a 4-velocidade nao perturbada

pode ser escrita como:
o
d:zt( )

iy = 3, =0 = (1,0,0,0).

Realizando uma transformacao de coordenadas para o referencial definido em termos do

tempo conforme 7, temos a 4-velocidade:

oxt 1
at = x ~u):75u0

= ” U p
(’33:(F) ( a

onde foi utilizado 02°/0x)p) = dn/dt = 1/a e dx'/dt = 0. A condigao de normalizagio

u*u,, = 1 para as 4-velocidades no background resulta em:

(6.62)

~ 0
uu—aéu

A 4-velocidade perturbada também deve satisfazer a condi¢ao de normalizacao. Ou seja

uu, = gutu” = 1. Aplicando a linearizagao nessa equivaléncia, obtemos:

(Gpur + 0gpu) (@ + Sul) (@ + du”) = 1

2 A designacio (F) indica o sistema de coordenadas da métrica FLRW.
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que em primeira ordem de aproximacao, implica em:
89, 00" + 2§, 0" 0u" = 0. (6.63)

Combinando as Egs. (6.62) e (6.63), temos a expressao:

I 1
CL(SDM(SUN = _276125M05 Odguy - _27(125900 )

que resulta em

__9
Su’ = - (6.64)

Vamos definir o 3-vetor V* de acordo com:

Vi=adu', (6.65)

tal que as perturbacoes da 4-velocidade possam ser simplificadas de acordo com:

1 i
but =~ (6, -V7). (6.66)

Contraindo (6.66) com a métrica perturbada, podemos obter a forma covariante da

perturbacgao da 4-velocidade:

du, = a(p,-V;) , (6.67)
em que V; = V.
Para estarmos condizentes com a decomposicao SVT, vamos dividir os 3 novos

graus de liberdade contidos em V; em partes escalar e vetorial, através da decomposicao:

onde v é um escalar e @w; ¢ um 3-vetor de divergéncia nula (82-@’ = O).

Portanto, o tensor de energia momento dependera das perturbagoes escalares dp, dp,
v e a perturbacao vetorial @. Munidos do conhecimento de que as perturbagoes vetoriais
nao influenciam a dindmica das perturbagoes escalares, podemos negligenciar o termos de

perturbagao vetorial. Portanto:

ot == (0, —va) (6.69)
ou, =a(p, —v,)

Considerando as Egs. (6.62) e (6.69) em (6.61), obtemos:

6TY = dp
0T = =0Ty = — (p+p) v, (6.70)
0T, = —0pd’

J
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ou explicitamente:

op —(p+p)vy —(P+p)ve —(p+D)vg
b+ p -6 0
[0T"] = p+D); Y . (6.71)
(p+Dp)vs 0 —ip 0
p)vs 0 0 —op

Essa é a perturbacao no tensor energia momento util no estudo da dinamica das perturba-

¢oes cosmologicas escalares.

Com a definicdo das perturbagoes do tensor energia momento, podemos obter o
primeiro conjunto de equagodes que guiam a evolucdo das varidveis perturbadas escalares.
Para isso, devemos combinar as Egs. (6.70) com as Eqs.(6.58) e (6.4) e utiliza-las para o

desenvolvimento da Eq.(6.59):

0, 0T, +Th 6T —T%,6T" + 6T, 1% — 6T, T" =0 . (6.72)

Para a parte temporal, fazemos v = 0. Logo:

o'+ (p+p) (V20— 3¢') + 3H (6p+ 0p) = 0 . (6.73)

Da mesma maneira, quando o indice v em (6.72) percorre as coordenada espaciais (v = 1),

obtém-se:
[v(p+p)' + (p+D) (4Hv + ) +op=0. (6.74)

O préximo passo consiste em calcular as perturbagdes 0G*, do tensor de Einstein,
de maneira andloga ao que foi feito com a equacgdo de conservacao. Apés um longo

desenvolvimento, obtém-se (MUKHANOV; FELDMAN; BRANDENBERGER, 1992):

0G% = 2 [V — 3H (¢ + Ho)]
0G"; = a% (W' + Ho)
6G!; = —Z [V + H (20 +0) + QH +H) 6+ 5V (0 — )] 0 — 36™ (6 = )
(6.75)
Como ja temos a forma perturbada tanto do tensor energia momento quanto do

tensor de Einstein, basta considera-los na forma perturbada das equagoes de Einstein.(6.55):

5G" = 8rGST", .
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Analisando primeiramente 6G’, quando i # j, temos:

1
_§<¢—¢),i]’ =0.

A tnica solucao fisicamente coerente dessa equacao é

¢ = . (6.76)

As outras equagoes perturbadas podem ser obtidas substituindo (6.70) e (6.75) em
(6.55). Os resultados obtidos sao:

V3¢ — 3H (¢ +Hop) = 4nGa’6p
L(ag)' , = —4nGa® (p+p) v, - (6.77)
"+ 3HP + 2H + H?) ¢ = 4w Ga’dp

Nesse contexto, podemos reconhecer a variavel ¢ como o analogo relativistico do potencial
gravitacional newtoniano.

Se contabilizarmos, temos quatro variaveis de perturbacao: ¢, dp, dp e v. Todavia,
com as Eqs. (6.73), (6.74) e (6.77) temos cinco equagoes perturbadas. Apesar do sistema
estar aparentemente sobredefinido, nao existe nenhum erro em nossa abordagem. Essa
ambiguidade se deve ao fato de que, as Eqs. (6.73) e (6.74) obtidas pela conservagao
do tensor energia momento estdo completamente contidas em (6.77). Isto ocorre pois o
conceito de conservagao covariante esta intrinseco nas equagoes de Einstein. Logo, nestas
cinco equagoes, temos a vinculacao de trés graus de liberdade, de modo que, a escolha de
quaisquer trés delas produzird a mesma dindmica de evolugao. O tltimo grau de liberdade
¢ satisfeito considerando-se uma equacao de estado junto a esse sistema.

Uma importante observacao deve ser feita: até agora, lidamos com a perturbagao
do tensor energia momento de fluido perfeito. Em nosso caso, o tensor energia momento
referente as componentes do universo é dado pela contribui¢ao de dois ou mais fluidos.
Apoiando-nos na hipétese de fluidos nao interagentes, o tensor energia momento total sera
dado pela soma dos tensores energia-momento de cada fluido, cada um sendo covariante-
mente conservado. Desse modo, as Egs. (6.73) e (6.74) sdo vélidas para cada componente

do fluido césmico.

5p2i) + (ﬁ(i) + ﬁ(@) (Vzv(i) — 3gz5') + 3H (5p(i) + 5]7(1')) =0

) (6.78)
[U(i) (f)(z‘) + ﬁ(z‘))} + (f)u) + ﬁ(z’)) (4Hv(z'> + ¢) +0pay =0

De maneira distinta, as equagoes perturbadas de Einstein em (6.77) sdo definidas para o
conteudo energético total. As varidveis termodindmicas presentes sdo tomadas pela soma
das propriedades intensivas dos fluidos individuais. Em um universo com N componentes,

temos:
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N N
op = ;5/)@) ; Op = ;5]9(2') ;U= Zv(i)-

Dos conjuntos definidos, a escolha de equagoes mas favoravel é dada pela primeira
das Eqgs.(6.77) e um par das Egs. (6.78) para cada componente do fluido césmico. No
estudo da evolugao das variaveis perturbadas, é vantajoso em muitos aspectos reescrever
essa equacoes em termos novas variaveis relacionadas as perturbacoes de densidade de

energia (dp) e velocidades (v). Nesse sentido, definimos o contraste de densidade:

5=
p

(6.79)

e a divergéncia da velocidade (6), em que o vetor 3-velocidade estd definido na Eq. (6.68).

Visto que @' é de divergéncia nula por defini¢ao, tem-se:

0 =0,V = 0,0'. (6.80)

Desse modo, a primeira das equagoes perturbadas de Einstein pode ser reescrita

CcOomao:

N
V2 —3H (¢ + He) = 4nGa® D by - (6.81)
i—1

A dindmica da perturbacao da densidade de energia reescrita em termos do contraste de

densidade ¢ dada por:

5 i D 7 D 7
5/(1') +3H Pa) _ pf() day + [ 1+ 1?() (9(1) — 3<z5/) =0, (6.82)
0w P P

onde foi utilizada a equagdo de continuidade para as variaveis do background (p' + 3H (p + p) = 0).

Tomando o laplaciano da segunda das Eqs. (6.78), obtém-se:

~/

v (5pi
0.+ 0pH (1320 +v2¢i+~<”):o. (6.83)
i + 00 () ‘

P P )
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Em ambas as Eqs. (6.82) e (6.83), as perturbagoes de pressao se relacionam com as

perturbacoes na densidade de energia através de: *
op(i) = Ci,(i)dp(i)y (6.84)
em que:
P Pl
S =500 == (6.85)
Pa  Pa
pode ser interpretado como a velocidade do som. Assumindo que os fluidos possuem

equacao de estado tal como dada em (6.10), juntamente com as definigoes (6.84) e (6.85),

o conjunto de equagoes que guiam a evolucao das perturbacoes escalares sera:

/ N
V2 — 3H (¢ + Ho) = 4nGapy Y| piyyde)

5/(1) + 3H <C§,(1) — w(1)> o) + (1 + w(l)) (9(1) — 3(15’) =0

2(c2 1
5,(1) (1))
— e L = ()

v
/ 2 2
By + M (1 =3¢k O + V26 + —s

Primeiro fluido

5/(n) + 3H (Ci(n) — w(n)> 5(n) + (1 + w(n)) (‘9(71) — 3@25,) =0
n-ésimo fluido

Oy + H (1= 3¢5 ) O + V20 + W -

(6.86)

Antes de prosseguirmos, é importante entender como efetuar a ponte entre teo-
ria e observacao. Quando estudamos cosmologia de background, conseguimos mensurar
quantidades médias de maneira muito simples. Por exemplo, a densidade de galaxias
na cosmologia de Friedmann pode ser encarada como a o niimero total de galaxias no
universo observavel sobre o volume césmico. Obtemos entdao uma quantidade p (1), que
hipoteticamente esta uniformemente distribuida por todo o universo, que evolui no tempo

mas independe das coordenadas espaciais. Em teoria de perturbacoes cosmoldgicas lineares,

3 Em geral, para um universo com multicomponentes, as perturbacoes de pressiao devem ser descritas

por:

0
op=c2op+ P ,
s
onde s é a entropia (MUKHANOV; FELDMAN; BRANDENBERGER, 1992). No entanto, assumimos
a hipdtese de trabalho de que as perturbacdes de entropia sdo despreziveis e podem ser negligenciadas.
Tal atitude é vdlida ao menos como uma primeira ordem de aproximagao.
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a densidade de galdxias p (n, z#), dada por

p(n, ") =p(n)+dp(n,z") ,

depende tanto do tempo quanto das coordenadas espaciais. Num primeiro momento, o
estudo perturbativo se mostraria impossivel. Nao é praticavel definir uma funcao p por
meios tedricos que seja capaz de predizer as coordenadas exatas de uma determinada
galaxia ou estrela. Obviamente, como p é um campo continuo de infinitos graus de liberdade,
seria necessario impor infinitas condig¢oes iniciais para que isso fosse possivel.

Uma alternativa coerente consiste um trabalhar com propriedades estatisticas da
distribuicao césmica de galaxias. Nessa abordagem, onde podemos considerar as galdxias
como particulas pontuais, dividimos o universo em regides de volume dV;, com ponto

médio nas coordenadas x;. Entao,

Na = p(Xa) dVa = pdV,
¢ o numero de galdxias no volume dV, ; e

ny = p(xp) dVy = pdV,

¢ o numero de galaxias em dV,. Essas duas regioes estao afastadas por uma distancia
Top = Xp — Xq.

Se os pontos sao distribuidos aleatoriamente no espaco, entao, a probabilidade de se
encontrar uma galaxia no volume dV, é proporcional ao nimero de galdxias n, nesse volume.
Ou seja, dP, = N pdV,. Do mesmo modo, a probabilidade de encontrar duas galaxias, cada
uma em um volume distinto, digamos dV,, e dV}, sera dada por dP,, = Np?dV,dV,. Como
as galdxias estdo (nesse toy model) distribuidas aleatoriamente pelo espago, ndo hé razoes
para que um lugar tenha densidade de pontos maior que outro. Portanto, a probabilidade
dP,, nao depende da distancia r,, entre os volumes (REIS, 2007).

No caso real, a distribuicao de galaxias no espago nao é aleatéria. A probabilidade
de que as duas galdxias estejam em dV, e dV} simultaneamente é dada por (RIVOLO,
1986):

dPy, = NP* [1 + € (r)] dV,dVs,

em que £ (ry) € a fungao de correlagao de dois pontos. No caso isotrépico, tal fungao
depende do médulo da distancia entre os pontos e tras a informacao sobre o modo como as
galdxias estao aglomeradas. Caso £ = 0, temos galaxias descorrelacionadas. Se £ > 0, temos
uma distribuicao aglomerada em que as galaxias encontram-se preferencialmente proximas.
No entanto, se £ < 0, temos uma distribuicao segregada, onde as galaxias estao distantes
umas das outras (LOPES, 2011). A fungao de correlagdo pode também ser entendida como

a média sobre todos os pares de posigoes possiveis:
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:/6(x)5(x—l—r)dv,

onde § (x) é a funcdo delta de Dirac. E possivel estimar a & (r) para a distribuicdo de
galdxias no universo através do método de Rivolo (1986).

Outra quantidade 1til no estudo da evolugao de perturbacoes de matéria é o power
spectrum. Ele tem um papel central na cosmologia devido a seu potencial de descrever
a aglomeracgao de matéria no regime linear (AMENDOLA; TSUJIKAWA, 2010). Sua
defini¢ao ¢ dada por:

P (k) =V I|6[* (6.87)

e esta relacionado com a funcao de correlacao através de uma transformacao de Fourier:

. vV 2 ik-r 33 .
£ = gy [ 1ol et

i.e.

P (k)= V|0 / ¢ (r) e Py

Note que P (k) tem unidades do cubo do comprimento. Como o power spectrum e a fungao
de correlagao destoam entre si apenas por uma decomposicao de Fourier, devem apresentar
as mesmas informacoes estatisticas (ANDRADE, 2004). Além disso, é comum definir o
power spectrum adimensional através de (MUKHANOV, 2005):

k3P (k)
272

A (k) = (6.88)

Valores observacionais do power spectrum da distribuicao de galédxias (Pga1) podem
ser obtidos da andlise da estrutura em grande escala do universo. Os conjuntos que vamos
utilizar sdo o SDSS (TEGMARK et al., 2004a) e 2dFGRS (COLE et al., 2005), cujos os

dados podem ser visualizados na Fig. 24.

Nas regioes de grandes escalas (quando k é pequeno), é valida a aproximagao linear.
No entanto, para maiores escalas, o comportamento nao linear passa a ser significativo.
Nesse caso, a comparacao entre o power spectrum observado e o power spectrum tedrico
deve ser feita com uma corregao. Nesse trabalho, vamos adotar o procedimento proposto

por Cole et al. (2005) que consiste em corrigir power spectrum linear B, por:

P () (6.89)

onde
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Figura 24 — Comparacao entre os dados de power spectrum do 2dFGRS e SDSS.
Fonte: Do autor.

A, =14

g

. Q=46 .

A constante b? é um fator de enviesemento, conhecida na literatura como bias factor. Em
analise bayesiana, frequentemente marginaliza-se o bias factor da funcao de verossimilhanca.

Contudo, como estamos realizando um estudo qualitativo, vamos escolhé-lo com o valor
que promove o melhor ajuste.

Precisamos reescrever as Egs. (6.86) no espago de Fourier a fim de comparar Py, (k)
com o power spectrum de galaxias. Isso implica em definir variaveis de perturbacoes ¢,,
Ok € By, que estao relacionadas com ¢, d(;) e 8(;) através de:

gb — #/gbkeik'rdgk

5y = ol / 5y ™ dPk (6.90)
06) = Gy / Oy e d’k

em que o subscrito £ representa um modo de Fourier para cada niimero de onda k. Todavia,
como daqui para frente sempre estaremos trabalhando com perturbagoes associadas a um
modo de Fourier especifico, tomamos a liberdade de banir o indice k£ das variaveis para
compactacao de notagao. Portanto, nos calculos a frente, entenda-se ¢ como sendo definido
no espaco de Fourier, assim como todas as outras variaveis perturbadas.

Existe uma maneira mais pratica de obter as equagoes no espaco de Fourier sem ter

que substituir as Eqgs. (6.90) em (6.86). Para isso, dada uma varidvel perturbada qualquer
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7, basta realizar as substituicoes:

7 (1,x) = €7 (0, k)
Vr(n,x) —ie*'r (nk) k - (6.91)
Vi (n,x) = —k%e®Tr (n, k)

As equagbes perturbadas tornam-se:

/ N

(5/(1) + 3H (Ci(l) —w( )) 5(1) + (1 + wa ) (9(1 — 3¢)

Primeiro fluido

T H(1=32)00) — k26— ﬁ%) =0
5 (n) T 3H ( — w(n)> dn) + (1 + w(n)> (9(@ — 3¢/) =0
n-ésimo fluido
Oy +H (1=3¢2 ) Oy — K20+ ( s;:;)é(n) =0

(6.92)
Para que a solugao numérica dessas equagoes possa ser realizada, é necessario
determinar as condig¢des iniciais. Quando o modelo cosmoldgico em questao tende a ter
um comportamento tipo ACDM no passado, existe um procedimento comum na literatura
para obtengao de vinculos iniciais (FABRIS; SHAPIRO; SOLa, 2007; BORGES et al., 2008;
REIS, 2007; HIPOLITO-RICALDI; VELTEN; ZIMDAHL, 2010; VELTEN; WAMBA,
2012). Este procedimento consiste em assumir um power spectrum primordial invariante
de escala (P ~ k) e utilizar a fungdo de transferéncia BBKS, conforme Bardeen et al.
(1986), para calcular o power spectrum atual. Como o o modelo ACDM prediz muito bem
o power spectrum atual, ele é utilizado nas Eqs.(6.92) para realizar uma integragao reversa
no tempo até um redshift no passado da ordem de z ~ 102. A escolha de z inicial nao deve
afetar o resultado final do power spectrum desde que seja assegurado que o valor esteja
num regime de dominio de matéria. Nesse redshift, toma-se as varidveis perturbadas do
ACDM que sao utilizadas como condicao inicial na integracao das varidveis perturbadas
de outros modelos.
Acontece que tal método depende da eficacia do calculo do power spectrum atual
oriundo da fun¢ao de transferéncia BBKS. Atualmente, existem c6digos numéricos que

calculam a funcao de transferéncia com precisao bastante alta. Aqui, chamamos atengao
ao CAMB* (LEWIS; CHALLINOR; LASENBY, 2000) e o CLASS® (LESGOURGUES,

4 <http://camb.info/>
5 <http://class-code.net/>


http://camb.info/
http://class-code.net/
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2011a), que foram desenvolvidos em linguagens de programagao diferentes mas que retornam
resultados equivalentes (LESGOURGUES, 2011b). Tais softwares resolvem as equagoes de
Boltzmann oriundas dos processos fisicos que ocorrem desde o final do periodo inflacionario
até o regime atual. A vantagem da utilizacdo do software em detrimento da fungao de
transferéncia, é que, com ele, é possivel acessar as variaveis perturbadas em qualquer
periodo cosmolégico. Em contrapartida, a funcao de transferéncia fornece apenas o power
spectrum de matéria no tempo atual, sendo necessario realizar aproximacoes para obter o
valor das as outras variaveis perturbadas, e , depois disso, realizar um integracao inversa
até o redshift de interesse, utilizando o modelo ACDM.

O CLASS foi executado utilizando um modelo ACDM fiducial: h = 0.68, {29 =
0.047, Qo = 0.25 e Q9 = 9.24 x 1075(PLANCK Collaboration et al., 2001). Para tomar
as condigoes iniciais em um redshift adequado, precisamos obter um periodo em que a
dindmica cosmica para ambos os modelos dependa apenas da matéria tipo poeira. Nesse
regime, o tempo deve ser tardio o suficiente para que a contribuicao da radiacao seja
negligenciavel ao passo que suficientemente cedo para desprezar os efeitos de aceleracao
cosmica. Para encontrar tal intervalo, estudamos como evolui a razao de densidades
radiagao/matéria (p,/p,,) € constante cosmoldgica/matéria (p,/p,,) ao longo do tempo
conforme, de acordo com as densidades fornecidas pelo CLASS. Como pode ser observado
na Fig. 25, no intervalo 6 Gy< n < 20 Gy,° a densidade de matéria é mais que 100 vezes
maior que a densidade da radiagao ou da constante cosmoldgica. Portanto, vamos tomar as
variaveis perturbadas no tempo conforme 7,,;, = 6 Gy, que remete ao redshift z;,;, = 56.4.
Esse valor destoa um pouco daquele utilizado na literatura de z &~ 500 (FABRIS; SHAPIRO;
SOL4, 2007; HIPOLITO-RICALDI; VELTEN; ZIMDAHL, 2010; VELTEN; WAMBA,
2012). Nesse redshift, a densidade da radiagao é cerca de 9% da densidade de matéria.
Apesar de ser baixo, consideramos tal valor significativo preferindo o valor z;,; = 56.4 a

z =~ 500.

6.3.1 Equacoes Perturbadas dos Modelos Cosmolégicos

Pela definicao do modelo ACDM dada no Cap. 5, temos trés componentes: matérias
barionica e escura, com w = 0, e constante cosmologica com w = —1. Vamos adotar o
indice subscrito “b” para as variaveis da matéria baridnica, “c” para a matéria escura
e “A” para constante cosmoldgica. As perturbagoes associadas a constante cosmologica
sao nulas. Em contrapartida, a evolucao das perturbacgoes dy, 6y, .., 0. € ¢ dependem da
evolucao das variaveis de background p,, p., pp € a. Por isso, devemos resolver as equagoes

de background simultaneamente as equagoes perturbadas (6.92):

6 Gy ¢ a abreviagdo para gigayears, que equivale a 1 bilhdo de anos.
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Figura 25 — Comportamento da razao entre as densidades p, /p,, € pp/p., onde p,, leva
em consideracao tanto a contribuicdo baridonica quanto a de matéria escura:

pm = pb + pc'
Fonte: Do autor.

Modelo ACDM

a’ = aHacom
k*¢ + 3Hacom (¢ + Hacome) = —4nGa® (pyds + pede)
Py = —3Hacompy
8+ 60, —3¢' =0
0, + Hacomby — k*¢ =0
p. = —3HacomP, (6.93)
8. +6.,—3¢' =0
0’ + Hacombe — k*¢p =0
pp =0
=0
op=0

com a fun¢ao de Hubble no tempo conforme sendo definida por:

Hacon = ) "7 7y () + 7, (@) + 7 ()] (6:99)

Note que algumas das equagoes, como por exemplo p, = —3Hacpmpy, estao desacopladas
e poderiam ser resolvidas analiticamente, ou ao menos, de maneira isolada. Contudo,
essa é uma particularidade da componente baridnica presente no modelo ACDM. Para

casos gerais, nao ¢é possivel garantir que a equagao de fluido seja resolvida analiticamente.
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Logo, com o intuito de padronizac¢ao de procedimento, decidimos considerar a equacao de
conservagao covariante do tensor energia como uma componente do sistema de equagoes
diferenciais acopladas.

Para o Modelo Unificado, a evolucao das perturbacoes relacionadas a matéria

barionica e componente unificada é guiada pelas equacoes:

Modelo Unificado

a = CLHUM
k’2¢ + 3Hum ((ﬂ T HUM¢) = — (Gl (ﬁb(sb I ﬁuéu)
Py = —3Humpy
8 +0,—3¢ =0
o0 =30 (6.95)
9;) + Humby — k2¢ =0
Pu = —3Hump, (1 + wy)
8, + 3Hum (2, — wu) 6 + (1 +wy) (0 — 3¢') =0
0, + How (1= 32,) 0 — K26 — (o8, =0
em que:
816G N
Hom = a\[ == [Py (@) + pu ()] - (6.96)

O préximo passo consiste em tomar as varidveis perturbadas 551 ,0¢! QbCI 09T ¢

c ) 4
¢!, fornecidas pelo CLASS em z = 56.4. No modelo ACDM, esses valores ji sdo as
condigoes iniciais para as varidveis perturbadas contidas na Eq.(6.93). Para as variaveis de
background, p, e p,., as condi¢des sao tais que, no fator de escala a = 1, elas assumam valores
que reproduzam os parametros de densidade que obtivemos da andlise de background
(Qpo = 0.048 e Q. = 0.268, contidos na Tab. 9).

No UM, as condigbes iniciais para as variaveis de background devem estar de acordo
com as estimativas paramétricas €2yg = 0.045 e Q2,0 = 1 — Qp9 = 0.955, presentes na Tabela
9. Para as variaveis perturbadas, é necessario realizar um célculo para obter as condi¢oes
iniciais da componente unificada. No ACDM, o andlogo da componente unificada é dado
pela soma das contribuicoes de matéria e energia escuras. A perturbacao no gradiente de
velocidade sera dado trivialmente por 951 = GCCI + 9%1 . Todavia, como as perturbacoes da

constante cosmologica sao nulas, temos:

6°! = <1, (6.97)

Do mesmo modo, a perturbacao na densidade de energia seria dp,, = dp.+ dp,. Como nao

existem perturbagoes na densidade de energia da constante cosmolégica, torna-se valida a
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associagao dp, = dp.. Escrevendo em termos dos contrastes de densidade:

Py (2 =56.4)  p.(2="56.4)+ p, (z =56.4)

1) = 56.4
551 _ Pu Pe (Z 96 ) 5001 _ 5517 (6.98)

onde consideramos o fato de que a densidade de energia da constante cosmolégica é
irrelevante para grandes redshifts, p, (z = 56.4) < p, (z = 56.4).

Definidas as condigoes iniciais, integra-se as Eqs.(6.93) e (6.95) do redshift 56.4 até
0 para valores de escala no intervalo entre 0.001 Mpc~! < k < 0.5 Mpc~t. As evolucoes
do quadrado das variaveis 9y, . € ¢ ao longo do tempo conforme 7 estao ilustradas na
Fig. 27, 28 e 29 para oito modos de Fourier distintos. Para realizar comparagoes entre as

variaveis perturbadas d, e 6, do Modelo Unificado com as quantidades ¢. e 6. do ACDM,
5ACDM — _ Pc e
u - pc+pA ¢

.. Com isso, foi possivel obter os graficos da Fig. 30 que fornece o quadrado de

definiu-se para o ACDM as variaveis unificadas efetivas de acordo com
GACDM —
0, ao longo tempo; e os da Fig. 31 que exibe a evolucao temporal do quadrado de @,,.

Com os gréficos da Fig. 27, nota-se que o potencial gravitacional para o ACDM,
obtido da solugdo das Eqgs. (6.93) segue de perto a evoluc¢ao de ¢ fornecida pelo CLASS.
Obviamente, isso ndo é surpreendente pois em ambos 0s casos sao considerados o mesmo
modelo. Em todas as escalas analisadas, o potencial gravitacional é aproximadamente
constante para valores baixos de 7, durante o periodo de dominio de matéria de ambos
os modelos. Apesar de, nesse regime, o valor de ¢ no UM estar em um valor diferente
daquele do ACDM, os modelos cosmoldgicos sdo equivalentes pois aparecem estabilizados.
No entanto, a medida que o tempo cosmoldgico avanca, o comportamento do potencial
gravitacional do UM cresce exponencialmente e se torna distinto do comportamento de ¢
segundo o modelo ACDM. Quanto maior a escala (menores valores de k), mais tardio serd
o inicio da desestabilizacao de ¢ no Modelo Unificado. Este é um indicativo de que, a nivel
perturbativo, o Modelo Unificado equivale ao ACDM somente em escalas muito grandes.

Para o contraste de densidade de matéria barionica, na Fig. 28, ambos os modelos
sdo equivalentes em larga escala (k < 0.1 Mpc™'). A medida que se considera escalas
menores no Modelo Unificado, temos um desvio na evolu¢ao de 55 que apresenta um
comportamento crescente muito incisivo, diferentemente da evoluciao de §; do ACDM,
que se caracteriza por uma expansao polinomial. Tal resultado se replica na evolugao do
contraste de densidade 9, das componentes escuras unificadas, que pode ser visualizado
na Fig. 30.

O comportamento de 6, para a componente barionica é bem distinto nos dois
modelos, mesmo em larga escala. Para valores de tempos mais avancados, essa discrepancia
se agrava ainda mais, visto que 6, do UM desestabiliza e passa a crescer exponencialmente
com o tempo, enquanto que #, se mantém em crescimento polinomial. Interpretagoes
semelhantes surgem da andlise dos comportamentos do divergente da velocidade das

componentes escuras, dados na Fig. 31.
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O power spectrum de matéria de cada modelo, c.f. Egs. (6.87) e (6.89), esta na Fig.
26. Conforme ja comentado, o comportamento de §, no Modelo Unificado ¢é instavel para
grandes valores de 7. Consequentemente, o power spectrum de matéria (que é dado no
tempo atual), quando calculado a partir dos dados do UM, é igualmente instavel, conforme
mostra Fig. 26b. Em contrapartida, o power spectrum do modelo ACDM ajuste-se da
maneira satisfatéria aos dados de P (k), conforme Fig. 26a. Vale lembrar que, nesse caso,
o valor do bias factor b? — c.f. Eq.(6.89) — foi escolhido de modo a proporcionar um bom
ajuste visual.

A guisa de comparagao, o procedimento foi aplicado também a um modelo de
quartesséncia do tipo gas de Chaplygin, conforme descrito na Sec. 3.1.1. Os resultados sao
apresentados no Apéndice E. Conforme ilustrado na Fig. 39, o power spectrum oriundo
do GCG descreve os dados de P (k) do 2dFGRS e SDSS de maneira satisfatoria. Nesse
sentido, o fato do Modelo Unificado nao reproduzir power spectrum de matéria ndo é um
problema associado ao procedimento de descricao cosmica via componentes unificadas,

mas sim da forma funcional particular escolhida para o nosso modelo fenomenolégico.
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Figura 26 — Power Spectrum de matéria no (a) Modelo ACDM,; e (b) Modelo Unificado. No
caso do UM, o power spectrum se mostra completamente instavel, aparecendo
como uma linha vertical preta, sem qualquer relacdo com os dados de P (k)

do 2dFGRS e do SDSS.
Fonte: Do autor.
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Figura 27 — Quadrado do potencial gravitacional para oito modos de Fourier no intervalo
0.0025 Mpc! < k < 0.32 Mpc~!. Os resultados obtidos para os dois modelos

sdo comparados com aqueles fornecidos pelo CLASS.

Fonte: Do autor.
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Figura 28 — Quadrado do contraste de densidade de barions para diversos modos de
Fourier.
Fonte: Do autor.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Os dados cosmoldgicos mostram que habitamos em um universo composto de 95%
de componentes desconhecidas. Estas, por sua vez, sao inferidas pela existéncia de efeitos
gravitacionais que nao podem ser relacionados a nenhum dos fendmenos associados as
quatro interagoes fundamentais conhecidas. O modelo cosmolégico padrao aponta duas
componentes distintas para compor esse setor escuro: a matéria escura, necessaria para a
compreensao da formacao das estruturas cosmicas e curvas de velocidade de rotagao das
galdxias; e a energia escura, responsavel pela aceleragao coésmica atual.

Um importante setor da pesquisa em cosmologia se empenha em encontrar uma
componente unificada capaz de explicar esses dois comportamentos. Tal tarefa pode
apresentar motivacoes filosoficas, tedricas ou fenomenoldgicas. Nesse trabalho, estudamos
um modelo fenomenoldgico que unifica termodinamicamente os comportamentos de matéria
e energia escura, gerando uma equacao de estado, parametrizada em termos da funcao
arctan. Para testar a sua viabilidade, o modelo teve seus parametros ajustados com a
utilizacao de dados observacionais, dentre eles destacamos os de supernovas do tipo Ia,
explosoes de raios gamma, oscilagoes actusticas de barions, medig¢oes direta do parametro
de Hubble e nucleossintese primordial. No fim, estudamos também os efeitos desse modelo
unificado fenomenolégico na estrutura cosmoldgica nao homogénea usando teoria de
perturbagoes.

Na primeira parte desse texto, abordamos o nosso modelo fenomenolégico unificado
sob um otica de background. Partindo da hipotese de isotropia e homogeneidade espacial,
derivamos as equacoes de Friedmann. Tais equagoes foram as ferramentas necessarias para
o estudo cosmolégico de modelos de universo compostos por equagoes de estado de tipo
p(z) =w(2) p(z). Aplicado a um caso geral, resolvemos as equagoes da dinamica césmica
para definir formalmente o modelo cosmolégico padrao, ou ACDM.

O Cap. 3 mostra que o modelo ACDM apresenta incoeréncias, fato esse que justifica
o estudo de modelos cosmoldgicos alternativos. Uma possibilidade sdo os modelos de
quartessémcia, que consistem em adotar uma componente escura que unifica os compor-
tamentos de matéria escura e energia escura como proposta de solugao do problema da
coincidéncia césmica. Apds uma revisao bibliografica de componentes quartessenciais,
um modelo fenomenolégico parametrizado em termos da funcao arctan é apresentado
(CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

Para testar a qualidade do Modelo Unificado em detrimento do modelo cosmolégico
padrao, foi necessaria a utilizagdo de varios conjuntos de dados observacionais obtidos de
formas distintas, conforme comentado no Cap. 5. As técnicas estatisticas necessarias para
esse estudo foram apresentadas no Cap. 4 e permitiram calcular a funcao de distribuicao de

probabilidades do Modelo Unificado e do ACDM em termos dos parametros cosmolégicos.
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Com as funcgoes de distribuicao de probabilidades, foram obtidas a configuracao paramétrica
de melhor ajuste dos modelos aos dados, as estimativas uniparamétrica para cada um dos
parametros do modelo e os graficos de mancha indicando as PDFs marginais, tomadas
a cada combinacao de dois pardmetros. Verificou-se que os modelos MU e ACDM sao
equivalentes em esséncia (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016). A escala de
Jeffrey selecionou o modelo unificado em detrimento do ACDM como aquele modelo que
melhor se ajusta aos diversos conjuntos de dados disponiveis, mas com uma evidéncia
bastante fraca.

Na parte final do trabalho, testamos se o fato da evidéncia para o UM ser maior
do que a evidéncia para o ACDM é um indicativo real da qualidade superior do nosso
modelo, ou se isso aparece como fruto de um acaso estatistico. Para tanto, estudamos
no Cap. 6 a teoria de perturbacoes cosmoldgicas. Como a dinamica de evolugdo das
variaveis perturbadas é muito mais sensivel ao modelo cosmolégico do que as variaveis
de background, tal estudo pode fornecer informagoes importantes sobre a viabilidade de
modelos. Reproduzir o power spectrum de matéria mensurados pelos surveys 2dFGRS e
SDSS é requisito necessario para consolidagdo de um modelo cosmolégico. Nesse estudo,
a evolucao do Modelo Unificado se mostrou altamente instavel, incapaz de descrever o
processo de formacao de estruturas.

A conclusao imediata é de que o Modelo Unificado, mesmo estando de acordo com
os dados de cosmologia de background, ndo é uma alternativa viavel ao modelo ACDM.
Esse resultado é consequéncia direta do fato de que o UM foi concebido para reproduzir
um comportamento de largas escalas. Verifica-se no Apéndice E que o modelo de unificacao
pelo Gas de Chaplygin é capaz de reproduzir o power spectrum de matéria. Isso nos leva
a concluir que o fato de UM nao predizer o power spectrum nao esta atrelado a uma
caracteristica intrinseca a todos os modelos quartessenciais, mas sim, a forma funcional da
componente unificada empregada.

O possivel préoximo passo no contexto desse trabalho é um estudo tedrico buscando
delimitar quais sao os fatores que impedem a evolugao das perturbagoes do UM de estarem
de acordo com o processo de formacao de estruturas. Uma hipdtese atualmente considerada
¢é de que a velocidade com que w, tende a zero a medida que olhamos ao passado seja
de importancia bem elevada. Com esse estudo sera possivel delimitar familias de fungoes

wy (2) que definem modelo unificados coerentes com o processo de formagao das estruturas.
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APENDICE A - GRAFICOS DAS PDF’'S MARGINALIZADAS

Na Sec. 5.2, foram realizados os ajustes dos parametros cosmolégicos utilizando
a funcao x? total, dada pela soma dos x? de cada conjunto de dados. Nesta secao, sao
apresentados os gréaficos das probabilidades marginais obtidos com os x? individuais de
cada conjunto de dados. Em cada um deles, o prior no parametro de densidade de barions
definido em (5.46) foi considerado, tal que a distribuigdo de probabilidades a posteriori é

dada por:

P, (81{}}) = Noexp , (A1)

1, 1 (Q0—0.0407)
o2 () - 2o YT

4 (9) -3 ( 0.0079
onde o indice i em x? pode assumir valores 1 a 3. O primeiro deles representa um Y? dada
pela soma da Eq.(5.23) (dados de SNIa) com a Eq. (5.29) (dados de GRB). Nos outros
dois casos, temos x? definido respectivamente pelas Eqgs. (5.37) (dados de BAO) e (5.43)

(dados de H (z)). Com isso, temos 3 funcoes de distribuicdo de probabilidades através de

(A.1).

A PDF obtida dos dados de SNIa+GRB com adicao do prior de {2, retornaram
os dados dispostos na Tabela 10. As PDF’s marginais sao exibidas na Fig. 32 para o
modelo ACDM, e na Fig. 33 para o Modelo Unificado. Note que os dados nao foram
suficientes para truncar a PDF do Modelo Unificado dentro dos intervalos dos priors
considerados, diferentemente do que ocorre com o ACDM. Por conta disso, nao foi possivel
obter as estimativas uniparamétricas para os parametros do Modelo Unificado, justificando
a auséncia desses dados na Tabela 10.

Os resultados para as distribui¢oes de probabilidade com os dados de BAO estao
organizados na Tabela 11. Os gréaficos das probabilidades marginais estdo dispostos nas
Figs. 34 e 35.

Para a PDF obtida com os dados de medigdes do pardmetro de Hubble, H (z), os
resultados das estimativas estao dispostos na Tabela 12 e os graficos das PDF’s marginais
nas Figs. 36 e 37 para o ACDM e o Modelo Unificado respectivamente. Assim como nos
dados de SNIa+GRB, a PDF do Modelo Unificado nao truncou dentro dos intervalos
paramétricos considerados, justificando a auséncia das estimativas unuiparamétricas na
Tabela 12.
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Tabela 10 — Resultados para o modelo ACDM e Modelo Unificado obtidos da fungao de
distribuigdo de probabilidades a posteriori, definida na Eq.(5.47), com dados
de SNIa e GRB.

SNIa+GRB+PN
Modelo Grandeza  Best-fit Média Esimativa
Uniparamétrica
Qo 0.0407  0.0407 % 0.0079 0.04079:9578
ACDM 0 0.253 0.258 4 0.042 0.2530:040
Zeq 0.407 - 0.4001597
Xoin 613.2 —~ —
X4 0.933 —~ —
Qo 0.0408 - -
« 2.27 - -
UM g 0.92 - -
Zeq 0.404 - -
Xoin 607.42 - —
XZod 0.926 - —

Fonte: Do autor
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SNIa+GRB+PN (ACDM)
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Figura 32 — Distribui¢oes de probabilidades marginais para os parametros do modelo

ACDM, considerando os dados de SNIa do Union 2.1 e os dados de GRB.

Fonte: Do autor.
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Figura 33 — Distribuicoes de probabilidades marginais para os parametros do Modelo
Unificado, com os dados de SNIa e de GRB. Note que dentro dos limites
escolhidos, a PDF nao truncou.

Fonte: Do autor.
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Tabela 11 — Estimativas realizadas com a PDF obtida dos dados de BAO para o modelo
ACDM e o Modelo Unificado.

BAO+PN
Modelo Grandeza  Best-fit Média ESlmatl,V 2
Uniparamétrica
Qo 0.0422  0.0417 4 0.0075 0.04170:9572
ACDM Qe 0.322 0.329 4 0.048 0.32210:010
Zeq 0.254 - 0.2361 503
Xonin 3.87 - -
X4 0.969 —~ -
Qo 0.0416  0.0404 #+ 0.0079 0.04041 9080
o 2.85 3.31+0.98 2.897058
UM
5 0.99 1.34+1.0 1.0179:82
Zeq 0.467 - 0.381%0:15
Xgmn 4.16 o o
Xred 1.39 - -
Fonte: Do autor
BAO+PN (ACDM)
Qb0
0.01 0.03 0.04 0.06 0.07
69.0 690
Qc0
0.23 0.35 0.48 0.60
‘ 111.0
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o5 04 5.4 é
027 2.7

Ul L sl " T— L .
0.01 0.03 0.04 0.06 0.070.10 0.23 0.35 0.48 0.60

Qbo Qc0

Figura 34 — Probabilidades marginais para os parametros do ACDM considerando os dados
de BAO.
Fonte: Do autor.
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BAO+PN (UM)
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Figura 35 — Graficos das PDF’s marginais para os parametros do Modelo Unificado consi-
derando os dados de BAO.
Fonte: Do autor.
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Tabela 12 — Valores paramétricos de best-fit, valores médios e estimativas uni-paramétricas

obtidas com a PDF dos dados de H(z).

H(z)+PN
Modelo Grandeza  Best-fit Média ESlmam’Va‘
Uniparamétrica
Qo 0.0407  0.0407 +0.0079 0.0407*0:00%
ACDM ko 0.248 0.255 = 0.038 0.2457503
Zeq 0.254 - 0.23610:09
Ximin 14.12 _ -
Xred 0.543 - -
Qo 0.0406 - -
o 2.24 - -
UM g 1.10 - -
Zeq 0.491 _ -
Xinin 13.7 N B
Xred 0.548 - -

Fonte: Do autor

H(z)+PN (ACDM)
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Figura 36 — Graficos das distribui¢des de probabilidades marginais com os dados de medi-
das do parametro de Hubble para o modelo ACDM.

Fonte: Do autor.
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APENDICE B - INTERPOLACAO DE AKIMA

O método de interpolacao de Akima foi elaborado para contornar uma dificuldade
comum a outros métodos de interpolacao que é nao produzir uma curva com evolucao
natural, tal como que se fosse tragada manualmente. Nesses outros métodos, em geral, a
continuidade da funcao ou de sua derivada de primeira ordem nao podem ser asseguradas
em todo o dominio ou, entao, a curva obtida possui oscilagoes ou instabilidades indesejadas.

Na Ref. (AKIMA, 1970), o autor propoe um método de interpolacado baseando-se
em uma funcao continua por pedagos composta por um conjunto de polinomios de terceiro
grau, onde a continuidade da fungao e de sua derivada sao garantidas por consideragoes
geométricas. A inclinagao ¢t do ponto intermediario de quaisquer 5 pontos vizinhos pode
ser dada por

‘= mo |m4—m3|+m3 |m2—m1\

, (B.1)
’7714 — mg‘ -+ |m2 — m1]

onde m; é a inclinacao da reta que liga o i-ésimo dos 5 pontos ao ponto i+ 1. 1 A incerteza
nessa inclinagao pode ser facilmente obtida por propagagao de erros. Utilizando (B.1),
pode-se estimar a inclina¢ao dos pontos de um conjunto de N pontos (z;, ¥;) com excegao
dos quatro pontos extremos. Feito isso, um polinomio de terceiro grau ¢é interpolado entre
cada intervalo de pontos vizinhos respeitando as coordenadas e as inclinagoes estimadas.
(Note que com o conhecimento das duas coordenadas e das duas derivadas de um par
de pontos, podemos interpolar um polinomio de terceiro grau que, por sua vez, possui
quatro graus de liberdade.) No entanto, ndo podemos estimar a taxa de varia¢ao dos dois
ultimos pontos de ambas as extremidades através de (B.1). Todavia, conhecendo as suas
coordenadas, podemos interpola-los ao seu ponto vizinho, cujas coordenada e taxa de

variacao sao conhecidas.

Para ilustrar as diferencas dos métodos de interpolacao de Akima, linear e cubica,
um subconjunto de pontos compreendido entre os redshifts 1 e 1.4 dos dados do Union2.1 foi
interpolado conforme, mostrado na Fig. 38. Nota-se que na func¢éo interpolada linearmente
a ligacao entre os pontos é feita de forma direta; porém, a derivada de primeira ordem
¢é descontinua nos pontos. Por outro lado, a interpolacao ciibica apresenta a derivada de
primeira ordem continua e uma funcao suave. Todavia, aparecem grandes oscilagoes e
instabilidades (como no caso entre o 10° e 11° ponto dessa amostra) que desqualificam a
interpolacao ctubica para ser utilizada no procedimento de calibragem de GRB’s. Nesse
cenario, a interpolacao de Akima aparece com qualidades extremamente favoraveis, uma

vez que produz uma funcao suave e continua com derivada continua e que segue uma

L Por exemplo, mg é o coeficiente angular da reta que liga o segundo ponto e o terceiro ponto.
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Figura 38 — Diagrama da Hubble para as supernovas do conjunto de dados Union 2.1.
Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).

tendéncia natural nas regioes intremediarias entre os pontos, ou seja, nao apresenta grandes

oscilagoes (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016).
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APENDICE C - MODULO DE DISTANCIA DAS GRB’S

Na Sec. 5.1.4, foram calibradas as 79 GRB’s de maior redshift no conjunto das 138
compiladas em (LIU; WEI, 2015). Os resultados obtidos constam da Tabela 13.

Tabela 13 — Mdédulos de distancia das GRB’s calibrados
com os dados de SNIa do Union2.1.

z 1 o
1.44 43.68 1.02
1.44 44.18 1.08
1.46 44.41 1.00
1.48 43.97 1.00
1.49 45.43 1.12
1.52 43.26 1.04
1.55 44.48 1.04
1.55 46.33 1.05
1.56 43.15 1.77
1.60 44.60 1.13
1.60 47.03 1.04
1.61 47.38 1.13
1.62 44.77 1.02
1.64 45.31 1.01
1.71 47.45 1.66
1.73 43.64 1.05
1.80 45.86 1.04
1.82 45.25 1.00
1.90 46.25 1.19
1.95 46.95 1.16
1.97 45.07 1.06
1.98 44.94 1.08
2.07 44.35 1.03
2.10 47.16 1.37
2.11 47.42 1.01
2.11 44.64 1.00
2.14 45.19 1.03
2.15 47.83 1.15

Continua na préxima pagina.
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Tabela 13 — contnuacao da pagina anterior.

z W Ou
2.20 46.81 1.17
2.20 47.26 1.01
N 45.32 1.18
2.30 4591 1.22
2.30 46.59 1.31
2.35 47.27 1.22
2.35 46.74 1.36
2.43 46.82 1.06
2.43 47.35 1.18
2.45 47.86 1.21
2.51 46.92 1.05
2.58 45.55 1.03
2.59 46.62 1.04
2.61 46.32 1.07
2.65 46.02 1.07
2.69 46.44 1.12
2.71 45.27 1.33
2.75 45.85 1.13
2.77 45.99 1.00
2.82 47.05 1.01
2.90 45.73 1.11
3.00 46.63 1.18
3.04 46.55 1.03
3.04 45.38 1.25
3.08 47.55 1.20
3.20 46.23 1.18
3.21 45.96 1.19
3.34 47.49 1.06
3.35 48.09 1.03
3.36 45.82 1.04
3.37 47.81 1.32
3.42 47.45 1.07
3.43 47.18 1.02
3.53 47.15 1.03
3.57 46.35 1.06

Continua na préxima pagina.
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Tabela 13 — contnuacao da pagina anterior.

z 1 o
3.69 45.74 1.07
3.78 49.24 1.41
3.91 46.71 1.18
4.05 48.52 1.04
4.11 47.39 1.27
4.27 48.13 1.23
4.35 47.57 1.10
4.41 48.47 1.07
4.50 46.55 1.29
4.90 47.43 1.25
5.11 48.67 1.07
5.30 47.89 1.05
5.60 48.45 1.02
6.29 50.02 1.20
6.70 20.27 1.39
8.10 49.75 1.29

Fonte: (CUZINATTO; de MORAIS; MEDEIROS, 2016)
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APENDICE D - TRANSFORMACOES DE GAUGE DE
TENSORES

Em primeiro lugar, consideremos uma quantidade tensorial To‘lo62 * (Z") num espago
tempo de background, medida no ponto P. Como ji vimos, podemos definir infinitos
sistemas de coordenadas no espago tempo perturbado que sejam préximos ao espago-tempo

alaz"' esta

de background. Num sistema perturbado {3: } por exemplo, a quantidade T’
definida no ponto P 4. A diferenca entre o Valor do tensor no ponto P 4) do espago tempo

e pode ser calculada

perturbado e no ponto P do background é denotada por 67’ Tgl52 @)
como: !

[e3eY
0T 5,

a 51150;2 [ I(LA) (P( ))} Talcm [ : (P)] . (D.1)

Da mesma forma, num referencial perturbado {(j, } terfamos:

0552y = Tose [ty ()] = Tz [# (P)] (D.2)
Note que a perturbagao d7j 5> depende da escolha de gauges, i.e. dTg 5" " +
) 5“50“2 . Essas perturbagoes relacionam-se através de:
2 |(B)
OT5 5y = 0TS82 gy = Tous oy (Pon) | = T8 [0y (P (D-3)

No espaco-tempo perturbado descrito pelo sistema {x } podemos expandir
1552 quando 37(14) (P( )> — x(A) (P(B)):

Q1.
T ot (Po)] = TR (ot (Po)] + =5 oty (Pe) = oty (Peo)
a 041042...

= 15 oty (Py)| — ai(if)‘“ &,

onde utilizamos a Eq.(6.33) para inserir £". Substituindo esse resultado na Eq.(D.3):

o 504150422 gu
(A)
(D.4)

Note que todas as quantidades estao definidas nas coordenadas de background, com

1O

5152
Oy

T = ST

o = Tose oty (Po) | = Tg 52 [l (Pom) | =

excecao de
Eq.(D.1):

. Para escrever esse termo nas quantidades do background, derivamos a

L Tgllg“_'_‘ [ T(a) (P A))} indica a quantidade Tg‘llg“;‘_'_' medida no ponto P4y no sistema de coordenadas

“w
QT(A>
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aras... o Q1.
8T,811522,,_ _ oT, 11522.“ 0 5T5152.., 4)
K 1% o )

I 0 (4) dx(y)

oTger  oTgse:
895’(‘ 4) 895‘( 4)

(D.5)

onde negligenciamos o ultimo termo por ser de segunda ordem.

Sabemos que as coordenadas perturbadas sdo muito proximas das coordenadas de
background. A transformacao pode ser representada por r’(‘ a) = " + o, com o e suas
derivadas o'; muito pequenas. Podemos utilizar a regra da cadeia no membro direito de
(D.5):

TG g2 _ oTg'52 ozr _ oTgs> (1 B M_) _ oTg'52 _ g e (D.6)
Oxlfy, oir Oxly, ozr ! ok HBiBa- '

Substituindo (D.6) em (D.4), teremos:

00555y = OBt

o = T80 [l (Po) | = T5i52 [oliy ()] - O6T3052€7
(D.7)
a1 Q...

Agora, é necessdrio determinar a ordem do tensor 735" para estabelecer a transformagao:

Ty ol (Po)] = T3z oty (P)] -

4-Escalar Podemos calcular a transformacao de gauge das perturbagdes de uma

fungdo escalar s com a Eq.(D.7). Para isso, consideramos Tj'g*" — s:

0|4y = 05| + s [x‘(LA) (P(B))] —s [:L“(’B) (P(B))] — 0,5¢" (D.8)
Como um escalar s6 depende do ponto e nao do sistema de referencial, sabemos
que s [17‘(‘3) (P(B))} =5 [x’(LA) (P(B))]. Logo:

084y = 08| (5) — DuBE" (D.9)

com quantidades calculadas no ponto P.

4-Vetor Segundo (D.7), para uma quantidade vetorial v*, temos:

oV 4y — 0V gy = V¥ [96”(,4) (P(B)ﬂ — o [:L"(‘B) (P(B))} — O\DMEN . (D.10)

A lei de transformagao de um vetor é:
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m
8:6( A)

o et (Pm)] = gt et (Rm)] = (084050 [of) (Pis)

o [uty (Rm)] + 00 [ofy) (Pem)]

onde utilizamos a Eq.(6.37). Portanto:

v# {fo) (P(B))} — ot [(EI(IB) (P(B))} = O\EM. (D.11)

Substituindo (D.11) na Eq.(D.10), temos:

Visto que no sistema {z(}, } ¢ vilida a relagio v

=0t + 6"y, temos:
0V |4y = 00"| () + DALV — ONTME, (D.12)

onde negligenciou-se o termo 0\&" 5”0“\( ) Por ser de segunda ordem.

Tensor Covariante de Segunda Ordem Para um tensor covariante 7, a trans-

formagao das perturbacoes de acordo com a Eq.(D.7) é:

Tl ay = 0Tl iy = Tow [ty (Pisy)| = T [215) (P )| = 8, T” (D.13)

O tensor covariante se transforma como:

00y, Ol
T ) (Plo)] = aiij aiij Tog [#(2) (Pim)]

Pelas Eqgs.(6.35):

ox? L™ oz’ 356 ?
el )] = (-3 (32 - o i o)

que implica em:

o N oc> 9gP

_ 55
(9:1:? A) 3x? A) 6’x(” )

Tag [‘/L’E\B) (P(B))} .

B
T [y (P | = [5355 - 53%

Os termo de ordem superior é desconsiderado em aproximacoes lineares. Logo:
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B a
1 iy ()] = (6:-:65 iy ) Tt ()

Por fim, temos:

Lo [y (P)| = Lo [0 (Peo) | = =087 [t (P )| = 06" T [t (P
(D.14)

Substituindo a Eq.(D.14) em (D.13):

6TMV|(A) = 5THV’(B) - 8,,557"“5 — 0u T — 8PTW5P .
Através da relagdo T, = Tpp + 0T 5] ) temos 0,6 T, = 0,6 T, 5 + 0,€° 5Tu5’(3) ~
0,6°T, 8- Logo:

5Tuu|(A) - 6TMV’(B) - a'/fﬂfuﬁ - aufaTav - 8pTuV5p (D.15)

Tensor Contravariante de Segunda Ordem Por (D.7), temos a transformagcao

das perturbacoes de um tensor TH":

6T |y = ST |5y = T [l (Pmy) ] = T |a(is) (Pmy)| = 9,T¢". (D.16)

Sabe-se que a lei de transformacao de um tensor contravariante de segunda ordem é:

0x(A Oy

T [t (Pmy)] = D1, aT(B)TaB{ () (Po)]

= (0 +0a8") (05 + 056") T [l (P
= [610% + 105E" + 0”8, + 005" T [ty (P )] -

Desprezando os termos de ordem superior:
9 [ (Pn)] = 7 [t ()] = 0067 [ty ()] 0,67 [ ()]

Com as Eqgs. (D.16) e (D.17), obtemos:

OTH | 4y = OTH| gy + 0" T + 0, T — 0, (D.18)
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APENDICE E - EVOLUCAO DAS PERTURBACOES NO
MODELO DE UNIFICACAO DO GAS DE CHAPLYGIN
GENERALIZADO

Conforme discutido na Sec. 3.1.1, uma componente césmica com equagoes de estado

do tipo:
C
ﬁGCG = Tz Na» (El)
(Pace)
é equivalente a uma componente com equagao de estado p = w, (2) p(z) em que:
—1
Wy = ——— E.2
Aa7+1 (E.2)

onde A = (pga‘é’o - C) /O, v =3(1+a)e pacao ¢ a densidade do gas de Chaplygin
quando o fator de escala vale 1. Substituindo a equacao de estado (E.2) as Eqgs.(6.95),
obtém-se a evolugao das variaveis perturbadas, cujos comportamentos podem ser observados
nas Fig. 40, 41, 42, 43 e 44. Com o contraste de densidade de matéria hoje & (z = 0),

calcula-se o power spectrum de matéria, conforme ilustrado na Fig. 39.

10°F T T —
L"DU |
o,
=
s
- I
= 1000f e 2dFGRS = 1
+ SDSS
— GCG (y=3.00 ; A=0.392)
100 & ‘ ‘ ‘ ‘ =
1072 0.02 0.05 0.10 0.20 0.50
k / h'Mpc

Figura 39 — Power Spectrum de Matéria segundo modelo do gas de Chaplygin generalizado
(GCG).
Fonte: Do autor.
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Figura 43 — Quadrado do contraste de densidade da componente unificada no GCG para

diversos modos de Fourier. No ACDM, §, é uma variavel efetiva dada por
6ACDM — _ Pc 5

u N pc+pA €
Fonte: Do autor.
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Figura 44 — Quadrado do divergente da velocidade da componente unificada do GCG para
oito valores de escala contidas no intervalo 0.0025 Mpc~! < k < 0.32 Mpc~1.

Para o ACDM, temos #5°°M =4,
Fonte: Do autor.
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