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RESUMO

O objetivo deste trabalho é encontrar uma solugao exata para um sistema de equacgoes
integrais de Volterra. Para isso, usaremos a teoria de espacos de reproducao e ntcleos
positivos definidos, visto que as técnicas usuais de resolucoes de equacoes diferenciais e
integrais possuem restrigoes. Grande parte do estudo voltado a solucao de equacoes se ba-
seia em analisar o comportamento das solugoes, o chamado estudo qualitativo. Este nao é o
nosso interesse, queremos aproximar a solucao do problema usando a representacao dessa
solugao em uma base ortonormal especial de um espaco de Hilbert de reproducao gerado
por um nucleo positivo definido adequado. Dessa forma, truncando a série encontrada para
a solucao do sistema de Volterra podemos exibir uma boa aproximacao para a solucao
do sistema. As equagoes integrais de Volterra, foco deste trabalho, sao importantes para
a modelagem de fenomenos fisicos, demogréficos ou epidemiolégicos. Para a resolucao de
tais equacgoes, faremos um estudo introdutério sobre conceitos de algebra linear, andlise e
teoria da medida com o intuito de abranger temas como: existéncia de base de um espaco
vetorial, o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, os espacos LP, entre outros.
Faremos uma breve analise sobre a transformada de Laplace, assim como resolveremos
uma equacao diferencial e integral usando este método. Também resolveremos um sistema
de equacoes integrais através da transformada de Laplace para exemplificar o método.
Cabe lembrar que a maioria das equagoes nao pode ser resolvida por meio da transformada
de Laplace. Faremos um estudo de resolucao de equagoes lineares de Volterra e entao

abrangeremos esse estudo para equacoes nao lineares.

Palavras-chave: Nicleos positivos definidos. Equacoes de Volterra. Espacos de Reproducao.



ABSTRACT

The aim of this study is to give the exact solution to a system of linear Volterra integral
equations. So do it, we will use the theory of reproduction Kernel method and positive
definite kernels, since the usual method to solve differential and integral equations have
restrictions. Much of the study about solving equations is based on analyzing the behavior
of solutions, called qualitative study. This is not our interest, we want to approach the
solution of the problem using the representation of the solution in a special orthonormal
basis of the reproduction kernel Hilbert space generated by an appropriate positive definite
kernel. Thus, truncating the series found for the solution of the Volterra system, we
can give a good approximation to the system solution. The Volterra integral equations,
focus of this work, are important to modeling physical, demographic or epidemiological
phenomena. For solving such equations, we make an introductory study of linear algebra,
analysis and measure theory in order to comprehend topics such as: existence of a base in
a vector space, the Gram-Schmidt orthogonalization process, the spaces £, and others.
We make a brief analysis of the Laplace transform, as well as solve a differential and
integral equation using this method. We also solve a system of integral equations by
Laplace transform to illustrate the method. It should be noted that most of the equations
can not be solved by means of the Laplace transform. We will study how to solve linear

Volterra equations and then extend the study to nonlinear equations.

Keywords: Positive definite kernel. Volterra integral equation. Reproducing kernel spaces.
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1 INTRODUCAO

Modelos matematicos sao importantes para entendermos o comportamento de
determinados fenomenos. Na modelagem de diversos fendmenos fisicos e biolégicos usamos
as equagoes integrais de Volterra. Estas foram introduzidas por Vito Volterra, um famoso
matematico italiano que publicou, em 1896, um trabalho sobre equagoes integrais, que co-
nhecemos hoje como equagoes integrais de Volterra. Os trabalhos de Volterra juntamente
com os de Ivar Fredholm, matematico sueco, marcaram o comeco do estudo da analise
funcional [1].

O intuito deste trabalho é encontrar uma solucao para um sistema de equacgoes
integrais de Volterra. Para tanto, precisaremos de dois espacos de Hilbert de reproducao.
Usaremos os nucleos positivos definidos desses espagos para encontrar uma base orto-
normal conveniente de tal forma que consigamos calcular os coeficientes da solucao do
sistema de equacoes de Volterra.

Usaremos a teoria de espacos de Hilbert de reproducao e ntcleos positivos defini-
dos para a resolucao desse sistema, pois os métodos usuais para resolucao de equagoes
diferenciais e integrais possuem restrigoes quanto a sua utilizagao. O uso da transformada
de Fourier na resolucao de equagoes diferenciais e integrais esta limitado por se aplicar a
funcoes integraveis em R, o que exige que as fungoes decresgam para zero suficientemente
rapido em +oo. Contudo, é frequentemente necessario considerar equacoes diferenciais
com solucoes em que isso nao acontece. Esta limitacao pode ser contornada, até certo
ponto, pela consideragao de uma outra transformada, a transformada de Laplace. Pelo fato
de considerar integrais em R a transformada de Laplace é particularmente apropriada
em problemas de valor inicial para equacgoes diferenciais onde o objetivo é determinar as
solugoes no intervalo de tempo que se segue ao instante inicial, enquanto a transformada de
Fourier é mais adequada para problemas de valores na fronteira. Contudo, a transformada
de Laplace nao ¢é suficiente para a resolucao de todas as equacoes diferencias e integrais.
Por isso, sao necessarios outros métodos de resolucao de equagoes como a utilizagao da
teoria de espacos de reproducao e ntcleos positivos definidos, justificando o estudo deste
trabalho.

No comego do século XIX, a teoria de nicleos positivos definidos comecou a se

desenvolver com maior intensidade. Desde entao, podemos dividi-la em duas tendéncias
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principais: estudar os nicleos positivos definidos e suas propriedades ou estudar as fungoes
pertencentes ao espagos gerados por nucleos positivos definidos [2].

A primeira dessas tendéncias tem origem na teoria de equacoes integrais, onde
os operadores integrais sao gerados por ntcleos positivos definidos. Antes de receber o
nome de nucleo positivo definido, Carl Frederich Gauss, por volta de 1809, mencionou
um nucleo positivo definido em seu livro sobre movimento de corpos celestes, referindo-se
ao calculo de minimos quadrados em méaxima verossimilhanga. Um dos ntcleos positivos
definidos mais importantes é o nicleo Gaussiano, também conhecido como distribuigao
normal. Posteriormente, Mercer usou-o para muitas outras equacgoes integrais.

Na segunda tendéncia, Zaremba foi o primeiro a introduzir em seu trabalho sobre
problemas de valores iniciais, em um caso particular, um nicleo correspondendo a uma
classe de funcoes. Moore, provou o teorema que liga as duas tendéncias, mostrando que
cada nucleo positivo definido gera um espago que pode ser completado formando um
espaco de Hilbert, que conhecemos hoje como espaco de Hilbert de reproducao. Ao longo
dos anos, os matematicos que trabalharam em cada uma das tendéncias perceberam
as ideias gerais e indispensdveis que estavam sendo usadas. Ainda segundo [2], as duas
tendéncias, como matriz hermitiana positiva ou nicleos de reproducao, sao equivalentes
e os métodos elaborados em uma tendéncia se tornam fundamentais na outra.

A teoria de espacos de reproducao e nicleos positivos definidos tem sido aplicada
com sucesso em muitos problemas lineares e nao lineares, tais como equagoes diferenci-
ais, modelos populacionais e diversas equagoes que aparecem na fisica e na engenharia.
Este avango na resolucao de equacoes se deve a construcao dos espacos de Hilbert de
reprodugao, W0,1] e W;]0,1]. Nosso estudo serd baseado nos artigos [3] e [I8] que tratam
da resolugao de sistemas lineares e nao lineares, respectivamente. Os artigos [4] [5, 6] serdo
usados como auxiliares.

No primeiro capitulo, faremos uma revisao de conceitos de anélise, dlgebra linear e
teoria da medida. Apresentaremos o teorema do ponto fixo de Banach, que sera essencial
para garantir que a solugao do sistema de equagdes de Volterra é unica, e daremos uma
breve introdugao sobre transformada de Laplace na resolucao de equagoes. Daremos énfase
a Identidade de Parseval pois esta sera a estrutura para a construgao da solugao do sistema
de equacgoes Volterra.

No segundo capitulo, abrangemos a teoria de nucleos positivos definidos com
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algumas defini¢oes e teoremas pertinentes ao interesse desse trabalho. Em seguida, abor-
damos a teoria de espacgos de reproducao, relacionando-a com ntcleos positivos definidos.
Também apresentaremos os espagos W[0,1] e W1[0,1] que serao usados, no capitulo se-
guinte, para a resolucao das equagoes integrais de Volterra.

No capitulo quatro, apresentaremos a definicao das equacoes de Volterra e a
construcao das bases para os espagos W[0,1] e W;[0,1]. Assim como a solugao algébrica do
sistema de equagoes integrais de Volterra dada em funcao dos respectivos nticleos positivos
definidos. Por fim, faremos a generalizacao do método de resolucao de sistemas lineares
de Volterra para resolvermos sistemas nao lineares. Este capitulo ¢ baseado no artigo [1§]

e é estruturado pelos mesmos conceitos preliminares estudados nos capitulos anteriores.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Determinar a area ou o volume de uma regiao do plano ou espaco é um problema
antigo. O comprimento, a area e o volume sao conceitos importantes de medida. Outros
conceitos, como massa e a carga elétrica, sao essenciais na fisica. Na estatistica, medimos
a probabilidade de x pertencer a S. Segundo [7], foi Kolmogorov, em 1933, quem
reformulou a teoria das probabilidades em termos da teoria de Lebergue e de medidas
o-aditivas. Faremos um estudo introdutoério de alguns conceitos de teoria da medida que
serao importantes neste trabalho.

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos preliminares de andlise e teoria
da medida. Também introduziremos os conceitos de transformada de Laplace, obtendo
uma forma de resolver algumas equagoes integrais de Volterra, porém este método possui
limitagoes para um conjunto maior de equagoes. Dessa forma, ha motivagao para o estudo

de métodos de resolucao através da teoria de nicleos positivos definidos.
2.1 BASE E BASE ORTONORMAL

Estamos interessados em encontrar um conjunto B contido em um espaco vetorial
V' de tal forma que todos os elementos de V' possam ser escritos como combinagao linear
finita dos elementos de B e queremos que B seja um conjunto linearmente independente.
Se pudermos encontrar tais vetores, encontraremos uma base do espaco vetorial V.

Primeiramente, apresentaremos algumas defini¢oes pertinentes ao assunto. Como
o conceito de combinagao linear, que é uma expressao construida a partir da soma dos

elementos de um conjunto, onde cada elemento é multiplicado por uma constante.

Definicao 2.1.1 Seja V' um espago vetorial sobre K. Um vetor v € V' € uma combinag¢ao
linear finita dor vetores vy,vg,--- v, € V se existirem escalares aq,qs, -+ ,a, € K tais
que:

n
V= QU1 + QoUg + - - + apU, = E ;.
=1

Definicao 2.1.2 Sejam V um espaco vetorial sobre K e B um subconjunto de'V'. Dizemos

que B é um conjunto gerador de V' se todo elemento de V' for uma combinagao linear finita
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de elementos de B.
Denotaremos por V' = [B].

Definicao 2.1.3 Sejam V' um K-espago vetorial e B um subconjunto de V. Entao,

a) B é linearmente independente (LI) se a tinica forma de se escrever o vetor nulo 0
de V' como combinacao linear dos elementos de B é com todos os escalares iguais a

2€T0;

b) O conjunto B ¢é chamado linearmente dependente (LD) se nao for linearmente

independente.

Ao juntarmos os conceitos de conjunto gerador e conjunto linearmente indepen-

dente obtemos a ideia de base de um espago vetorial.

Definigao 2.1.4 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto B de V'

€ uma base de V' se:
a) B for um conjunto gerador de'V, e
b) B for linearmente independente.

Se existe uma base finita de V' com n elementos, diz-se que a dimensao de V/,
denotada por dim V/, é finita e igual a n. Caso contrario, a dimensao de V ¢ infinita.
O préximo teorema depende do lema de Zorn. Mas antes, faremos uma série de

defini¢bes necessarias para o seu entendimento (Veja [I] para mais detalhes).

Definicao 2.1.5 Seja X um conjunto qualquer diferente de vazio. Uma relacdo de ordem

parcial sobre X, que denotaremos por <, € uma relacao que satisfaz:
a) Reflexividade: © < x para qualquer x € X;
b) Transitividade: x <y ey < z entdo x < z, com z,y,z € X;

c) Antissimetria: v <y ey < x entdo x =y, com x,y € X.

Um conjunto parcialmente ordenado é um par (X, <) consistindo de um conjunto X e

uma ordem parcial sobre o mesmo.
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Definicao 2.1.6 Uma relacao de ordem total sobre X € uma relacao de ordem parcial <

sobre X que para quaisquer v,y € X,

T<Y ou y<=x

Um conjunto totalmente ordenado é um par (X, <) consistindo de um conjunto X

e uma ordem total sobre o mesmo.

Definigao 2.1.7 Seja A C X. Um elemento m é denominado cota superior para A se

x < m para todo x € A.

Defini¢ao 2.1.8 Considere (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um elemento

m € X € denominado mazximal se m < x implicar t =m, x € X.

Lema 2.1.9 (Lema de Zorn) Um conjunto nao vazio, parcialmente ordenado, no qual
todo subconjunto totalmente ordenado possui um cota supertor, possui um elemento ma-

ximal.
Teorema 2.1.10 Todo espaco vetorial nao-trivial possui uma base.

Demonstracgao: Sejam V' um espaco vetorial sobre K e ' um subconjunto LI de V.
Observe que o conjunto C' existe, pois um conjunto com um unico elemento nao nulo
é sempre LI. Seja P a classe de todos os subconjuntos LI que contenham C'. Note que
P # @, pois C € P, e P é parcialmente ordenado, pela relacao de ordem obtida pela
inclusao de conjuntos, ja que nem sempre podemos dizer que um conjunto contém o outro
ou o contrario.

Para usar o lema de Zorn, precisamos mostrar que todo subconjunto totalmente
ordenado possui cota superior. Assim, seja D = {A,}aer um subconjunto totalmente
ordenado de P. Um candidato a cota superior de D é U,ecrA,. Note que todo A, € D
estd na uniao e ainda, C' € U,crA,. Vamos mostrar que Uyer A, é LI

Seja L = {v1,v9, -+ ,u,} um subconjunto de U,e;A,. Entdo, para cada i =
1,---n,Ja; € I tal que v; € A,,. Como D é um conjunto totalmente ordenado, podemos

reorganizar os elementos de L afim de obter:

Apy CApy C--- CA,,.
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Assim, podemos afirmar que v; € A,, Vi =1,--- n. Como D é subconjunto de P e P ¢é
a classe dos subconjuntos LI que contém C', entao os conjuntos em D sao LI. Logo, A, é
LI e entao L é LI. Como L é um subconjunto qualquer de U,crA,, segue que Uyer A, é
LI. Logo Uyer A, € cota superior de D.

Pelo lema de Zorn, P possui um elemento maximal. Denotemos por B o elemento
maximal de P e vamos mostrar que B gera V.

Suponhamos que exista v € V tal que v nao seja gerado pela combinagao linear
finita dos elementos de B. Entao, B U {v} é LI. Mas B é maximal, entdo B U {v} C B.
Contradicao. Logo, nao existe v € V' que nao possa ser escrito como combinagao linear
finita dos elementos de B. Portanto, V = [B]. Como B é LI segue que B é base de V. [J

Sempre é possivel exibir uma base de um espago vetorial nao nulo de dimensao
finita. Porém, isso nem sempre é verdade para espacos vetoriais de dimensao infinita.

Se o espaco vetorial em questao tiver um produto interno e o produto interno
entre dois elementos de um espaco vetorial é igual a zero, dizemos que estes elementos
sao ortogonais. Quando os elementos sao ortogonais, podemos garantir que formam um

conjunto linearmente independente.

Definicao 2.1.11 Dois elementos x,y em um espago com produto interno V sdo ditos

ortogonais se (x,y) = 0.

Denotaremos por E* o conjunto de todos os vetores de V' ortogonais ao subespaco
E de V. Ou seja,
Et={reV;(x,2) =0,Vz € E}.

A partir do conceito de ortogonalidade podemos definir uma base ortogonal, onde
os vetores sao ortogonais entre si. E ainda, a ideia de base ortonormal, abrangendo os

conceitos de ortogonalidade e vetores unitarios.

Definigao 2.1.12 Um conjunto B em V' é uma base ortonormal se satisfizer:

a) O produto interno entre dois elementos distintos de B € zero, ou seja, os elementos

5a0 ortogonais;

b) Cada vetor possui norma unitdria; e

c) B é um conjunto ortonormal total, ou seja, [B] = V, onde [B] denota o menos

conjunto fechado que contém [B], ou seja, o fecho de [B].
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Definicao 2.1.13 Um espaco vetorial V' é a soma direta de dois de seus subespagos U e

W se todo v € V' possui representacao unica dada por
v=u+w, uelU e vel.

Denotamos a soma direta por:

V=UacW

Os espacos de Hilbert sao convenientes pois apresentam conjuntos ortonormais, que podem

ser usados para decompor vetores.

Teorema 2.1.14 Se E ¢ um subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert H, entdo
H=FE®EFE"

O subespaco E* € chamado de complemento ortogonal do subespaco E em H (Veja [1, p.
129]).

Teorema 2.1.15 Seja H um espago de Hilbert.

a) Se E é um subespaco fechado de H, entio (EX)* = E. Assim, neste caso, E ¢ o

complemento ortogonal de E*.

b) Se M é um subconjunto de H, entdo

[M] = H & M+ = {0}.

Demonstragio: (a). Sabendo que B+ = {z € H; (x,y) = 0,Vy € E}, podemos escrever
que (EH)*t = {x € H;(x,2) = 0,¥z € E*}. Dessa forma, notamos que £ C (E*+)*.

Como E é subespaco fechado de H, temos que
E®E+ = H. (2.1.1)
Note ainda que B+ = (E+)*, logo

(EHY*e B+ = H (2.1.2)
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Assim, por (2.1.1)) e (2.1.2)), obtemos

(EYHY*t* e E+=Eg E-
Da unicidade da soma direta, concluimos que
E=E"
(b) Sejam N = [M] e N o seu fecho. Como N é fechado, segue que
NoN =H

Observe que Nt = M1, pois N é obtido através de combinacdes lineares finitas

dos elementos de M. Observe ainda que N+t = NL, pois, se (z,,y) =0 e x, — u, entdo

(u,y) = 0.
Assim,
Ne M =H.
Dessa forma, N = H < M+ = {0}. O

Teorema 2.1.16 (Representacgao de Riez) Sejam H um espaco de Hilbert e f : H —

K um funcional linear continuo. Existe um tunico v € H tal que f(u) = (uv), Yu € H.

Demonstragao: Se f for identicamente nula, basta tomar v = 0. Caso contrario,
considere o Nuc(f) = {u € H; f(u) = 0}. O conjunto Nuc(f) é um subespaco fechado
de H. Logo,

Nue(f) & (Nuc(f))* = H.

Seja z € (Nuc(f))* tal que ||z|| = 1. Definindo w = f(u)z — f(2)u, entdo w € Nuc(f),

pois
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Portanto, w € Nuc(f). Assim,

2= f(2)u, 2)

Dessa forma, f(u) = (u,f(2)z). Seja v = f(2)z, entdao f(u) = (u,v).
Para provarmos a unicidade, suponhamos vy, v, € H tais que f(u) = (u,v1) =

(u,v9), Yu € H. Assim,

f(Ul - U2) = <U1 - 02,U1> = <U1 - 02,U2>
<~ <U1—'U2,’U1—U2>:0
& v —vy=0

< U1 = Va.

Teorema 2.1.17 Todo espaco de Hilbert nao trivial possui uma base ortonormal.

Demonstracao: Seja H # {0} um espaco de Hilbert. Seja ¥ a classe de todos os
subconjuntos ortonormais em H. Note que ¥ # &, pois dado um elemento £ # 0

pertencente a H, o conjunto que contém apenas —— ¢é ortonormal, ou seja, {HTH} é um

&

1€]]
subconjunto ortonormal de H. Observe que 9 é um subconjunto parcialmente ordenado
de H, pela relacao de inclusao de conjuntos. Semelhante a demonstragao do Teorema
2.1.10| considere um subconjunto D = {A,}aes parcialmente ordenado de . Uma cota
superior de D é U,crAq, a qual pertence a v, ja que H é um espaco de Hilbert. Dessa
forma, pelo lema de Zorn, existe um elemento maximal de . Seja M tal elemento e o
candidato a base ortonormal de H.

Suponhamos que M nao seja base ortonormal de H. Assim, pelo Teorema [2.1.15],

—1
existe um vetor v nao nulo tal que v € [M]| . Assim, M U ﬁ} ¢ um conjunto
v
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ortonormal. O que contraria o fato de M ser um elemento maximal em 9. Logo, M ¢é

uma base ortonormal de 7. OJ

Teorema 2.1.18 (Desigualdade de Bessel) Se B = {u;}ier € um conjunto ortonor-

mal em H, entao para cada v € H

> o) < Julf.

ael

Demonstragao:

Seja By um subconjunto finito de B e considere W = [B], assim:
H=Wao®W-".

Assim, dado u € H, podemos escrevé-lo como u =p+gq, comp € We g e W.

Como p € W, existem escalares aq, - - , ay,, tais que

n
b= E Uy
i=1

Observe que u —p=¢q € W+, logou —p L u;, i =1,--- ,n. Dessa forma,

= <Uz,u> - <Ui,p>

= (u;,u) — <ui,Zajuj>

= (u;u) — Z%‘(Uiauﬁ

= <U7;, ’LL> — Q4.

Portanto,

Ou seja,
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Note que,

0 < (u—p,u—p)

— <u — Z(ui,umi,u - Z(uz, u>uz>

i=1 i=1

= (u,u) — <u,z<u“u>uz> - <Z(u,,u>uz,u> + <Z(uz,u>uz,z<uz,u>uz>
= |ul)?® - Z(u wyug(u, u;) — Z(u w) g (ug, ) + Z<ui,u)ui<ui,u) (ug, u;)

=l =23 ) () + 3 )

n
=l =D )
i=1

Portanto,
n

D NP < lulf®.

i=1
Para o caso em que os elementos u;, i = 1,--- ,n formam um conjunto ortonormal
finito, a demonstracao esta concluida. Se B nao for enumeravel, considere o conjunto J

dado por
J={i € I;({u,u;) #0}.

Afirmacao: J € finito ou enumerdvel.

De fato, para cada K € N, definimos

1
Ji = {iG J; [{u, u;)| > E}

o0
Para obter J = U Ji, basta mostrar que J, é finito. Sabemos que para todo

k=1
subconjunto finito Jy de J, vale a desigualdade

D N u) P < lul®.

1€Jp

Em particular, dado um nimero finito de elementos i1, --- , i, de Ji, podemos escrever
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IN
E

Dessa forma, n < k*||lu®>. Ou seja, J; é finito, pois o niimero de elementos de qualquer
subconjunto de J; ¢é inferior a k*||ul|®>. Consequentemente, J é finito ou enumerdvel.
Assim, seja 71,19 ..., uma enumeracao qualquer dos elementos de J. Para cada n € N,

temos

n
D N ui )] < lulf®.
k=1

Dessa forma, fazendo n tender a infinito, obtemos
D )| < [l
ieJ

O
Dada uma base ortonormal em um espaco de Hilbert, é possivel definir coordenadas
de vetores desse espaco através dessa base. Essas coordenadas sao conhecidas como

coeficientes de Fourier E| (Veja [1I).

Teorema 2.1.19 Sejam H um espago de Hilbert e B um conjunto ortonormal em H.

Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) B € uma base ortonormal de H;

b) Sew € H satisfizer (u,v) =0, para todo v € B, entao u = 0.

Demonstragao: (a) = (b)

Sejam B = {v;};,c; uma base ortonormal de H e u € H. Quaisquer que sejam

1O termo “coeficientes de Fourier”é dado pela similaridade as séries de Fourier. O matemadtico e fisico
Jean-Baptiste Joseph Fourier desenvolveu a sua teoria enquanto estudava uma solugao para a equagao
da onda, publicou os seus resultados por volta de 1800 em um trabalho intitulado “A teoria analitica do
calor”. Este trabalho recebeu muitas criticas de Laplace e Lagrange por excesso de simplificacao e falta
de rigor matematico.
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v;,v; € B, temos que
0, 1#J

1

<Ui’ Uj> =
; 1=

Além disso, para cada n € N, existe p(n) € N tal que

p(n)

Uy = E BinVajns  Va, € B,

Jj=1

com [;, escalares, tais que ||[u — u,|| — 0. Seque que, se u satisfizer (u,v) = 0, para todo

v € B, entao
p(n)
lu = wnll® = [Jull* + Y 18jnl* = 0.
j=1
Assim, |jul| =0eu=0.
(b) = (a)

Seja M = [B], entao M = BL. Pelo teorema 2.1.15, obtemos que

H=M® B,

Por hipétese, temos B+ = {0}, e assim, podemos concluir que B é um conjunto

ortonormal maximal, pois [B] = H. Ou seja, B é uma base ortonormal de H. O

Teorema 2.1.20 (Identidade de Parseval) Seja B = {u;};c; uma base ortonormal de

H, entao para todo uw € H, temos que
u= Z(uz,muZ
iel

Além disso,

lul® =) [{us)

i€l

Demonstracao: Seja u € H. Pelo Teorema|2.1.18[temos que Z |(u;, u)|* é convergente.
icJ

Assim, os termos da série g (u;, uyu; formam uma sequéncia de Cauchy. Defina z =
icJ
u— E (u;, uyu;. Note que (u;,z) = 0, pois
icJ
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(uj, xy = <ui,u—z<ui,u>>

= (usu) — Z(ui,u><ui,ui>
= 0. b

Pelo teorema ([2.1.19)), concluimos que x = 0, ou seja:

U= Z(u,,u)uZ

ieJ

Para a segunda igualdade, note que

lull* = (u,u)

Dessa forma,

lull® = <Z(u,u¢>ui,2(u,ui>ui>

el el

- Z|<u,ui><U,ui>|<uiaui>

el

= Z | (u, ) [* i, i)

il

= S

el

2.1.1 O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

A partir de um subconjunto B linearmente independente qualquer de um espago
vetorial V' sobre K, com produto interno (-, -), podemos criar outro conjunto linearmente
independente e ortogonal C' para o qual [B] = [C]. Para isso, usaremos um processo

construtivo. Considere um conjunto linearmente independente A = {vy,vq,--+ ,v,} C V.
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Construiremos um outro conjunto A" = {wy, wy, -+ ,w,} €V que seja ortogonal e de tal
forma que o espago gerado por A e A’ seja 0 mesmo, ou seja, [A] = [A']. A construgao é

intuitiva, como segue:

w1 = Vy.
_ <U2,w1>
Wo = Vg — —le.
[Jwr |
Definidos wy,ws, - -+ ;wg, para 1 < k < n, podemos definir wg,; da seguinte
maneira:
R . L ) G 2= L
o el
k
— <Uk+1a'wj>
= lwyll

Como {vy,v9} é um conjunto LI, segue que ws # 0, pois vy nao pode ser escrito

como combinacao linear de v;. Note ainda que wsy é ortogonal a w;. De fato,

I
Assim,
<U2,’[U1>
we,w1) = (Vg,wq1) — Wi, W
< 2 1> < 2 1> ||w1||2 < 1 1>
V2, W1
<U2,UJ1> < , 2>|| 1||2
[[wi
= 0.
Logo, wy L ws. Observe que o conjunto {wq,ws, -+ ;w,} pela maneira como foi
definido é ortogonal. Mostraremos que A" = {wy,w9, -+ ,w,} é um conjunto LI. Sejam
we [Aleay, o, € K. Assim, podemos escrever:

n
w = E oWy .
=1

Como A’ é um conjunto ortogonal (w;,w;) = 0 sempre que 7 # j, concluimos entao

que:
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n
(w,wj) = Z QW;, W
i=1
n

= > ailwiuy)
=1

= aj(w;, wy).

Paraj=1,--- n.

Portanto, a; = M Vi=1,---,n, ewzzwwi.

[l 1> — [Jwi]?
Agora, suponhamos que existam escalares aq,--- ,a,, € K tais que:
aywy + - + aw, = 0.
Acabamos d Iui _dww) oy D icul =0
cabamos de concluir que a; = W, 7 =1,--- ,n. Em particular, para w = 0,
j
temos:
<07 ’LU1> .
; = =0i=1,---n
b wl? b
Portanto, A" é um conjunto LI. Observe ainda que, dim[A] = dim[A'] = n e que
para cada ¢ =1,--- ,n, w; é dado por uma combinacgao linear dos elementos de A. Logo,

os subespacos gerados por A e A’ sdo iguais. Segue que A’ é uma base ortogonal de V.
O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt E| também pode ser usado em uma

base enumeravel. Formalizaremos esse resultado no teorema a seguir.

Teorema 2.1.21 Sejam H um espago de Hilbert e {v,} uma cole¢ao enumerdvel line-
armente independente em H. Assim, existe uma cole¢ao ortonormal {w,} em H com a
mesma cardinalidade de {v,}. Além disso, para todo m € N, temos que {vy, - ,v,} e

{wy, - ;wn} geram o mesmo subespago vetorial.

Demonstragao: Seja {v,} uma colegdo enumerével linearmente independente em H.

Vamos construir a sequéncia {w,} por recorréncia. Defina w, = ||U_1|| Note que {v1} e
(%1

{w;} geram o mesmo subespaco vetorial. Similar ao que foi feito anteriormente, temos

2J.P. Gram introduziu, em 1883, uma generalizacdo no processo de minimos quadrados. Ele usou o
processo de ortogonalizagao que € atribuido a Erhard Schmidt, um aluno de Hilbert. De onde vem a
nomenclatura “ortogonalizacdo de Gram-Schmidt”.
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k

que, dado um conjunto ortonormal {n;, -+ ,nx}, 0 vetor n— Z(nj,n)nj ¢ ortogonal a cada
j=1
k

n;. Assim, seja vj, = vy — Z(vj,vk>vj € Wpp1 = — -
]

{wy, ... ,wgs1} é ortonormal e gera o mesmo subespaco que {v1, ..., vp 1} O

!/

v
1 ~ .
K+l Pela construcao o conjunto

2.2 O ESPACO L£P

Os espacos LP sao espacos de Banach muito estudados em andlise funcional. Algu-
mas defini¢oes e teoremas 1teis para a definicao desses espagos serao feitas a seguir. Para
podermos estudar propriedades dos espacgos de Hilbert de reproducao que definiremos

posteriormente no trabalho precisamos de alguns resultados desta secao.

Definicao 2.2.1 Uma classe A de subconjuntos de um conjunto X € denominada dlgebra

quando sao satisfeitas as sequintes propriedades:
a) X € A;
b) Se Ac A entio A° € A;

c) Se A,B € A entao AUB € A.

Quando para todo A, € A, com n € N, temos U;2 A, € A e, além disso, essa
classe satisfaz todas as propriedades de uma dlgebra, denominamos A como o-dlgebra. Ou
seja, uma o-algebra é uma algebra que é fechada para a uniao enumeravel de conjuntos.

As dlgebras sao muito usadas para definir medidas. O conceito é importante em
andlise e probabilidade. Note que o espago amostral S(2) das probabilidades sempre é

uma o-algebra. A obervagao a seguir generaliza este fato.

Observacgao 2.2.2 Dado um congunto A, o conjunto de suas partes P(A), assim como

o conjunto {@,A}, sao o-dlgebras de A.

Definicao 2.2.3 Sejam M um espaco qualquer e A uma o-dlgebra associada de subcon-

Juntos de M. O par (M,A) denomina-se espa¢o mensurdvel.

Definiremos a medida em (M ,A) como a fungao u : A — [0,00] tal que:
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b) Se A, é uma sequéncia de elementos disjuntos de A entao pu(US> | A,) = Z 1(Ay).
n=1

A tripla (M,A, i) é denominada espago de medida.

Teorema 2.2.4 Seja (M, A, 1) um espago de medida.

a) (Monotonicidade) Se E,F € A e E CF, entio u(E) < pu(F);

b) (Sub-aditividade) Se {E;}32, C A, entdo p(U;Z, E;) < ZM(EJ-);

j=1
¢) (Semi-continuidade Inferior) Se {E;}32, € uma sequéncia de conjuntos em A tal

que By C By C -+, entdo p(U32, Ej) = lim p(Ej);
j—o0

d) (Semi-continuidade Superior) Se {E;}32, € uma sequéncia de conjuntos em A tal

que By D Ey D ... e pu(Ey) < o0, entdo p(N2, Ej) = lim p(E;).
J—00

Demonstragao: (a) Como E C F, entao

p(F) = p(E) + p(F\ E).

Assim,

p(F) = p(E).
(b) Sejam Fy = Ey, Fy = Ex N [EA]S, -+ Fp = E, N [U2, E;]°. Logo, os Fs sao
disjuntos e UJZ, Fy = U2, Ej, Vn. Assim
P E)) = p(UF ).

Por definicao, temos

WU Ej) = Zu(Fj)-

Como Fj, C E) Yk, entdo pelo item (1)

o0

PO B < 3 u(Ey)



(c) Seja Ey = 0, entao

(U521 Ey) = (Ui, E5\Ej1).
Por defini¢ao, temos

o0

M(U?ilEj\Ej_l) = Z ,U(Ej\Ej—l) = T}LI{:O Z H’(Ej\Ej—1>-
J=1 j=1

Note que U2, F; \ E;_; é uma unido disjunta e por hipétese £y C Ey C -, logo

p(U72, Ey) = lim pu(E,).

n—o0
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(d) Sejam F; = E4\E;. Como E; D Ey D ..., entao Fy C F» C .... Note que

p(Ey) = p(Fy) 4 p(E;)

Uoo Fj = El\m;ilEj

j=1
Pelo demonstrado em (c), temos
WU, Fy) = Tim u(Fy).
j—o0
Assim, substituindo em ([2.2.1)) e aplicando o limite, temos

lim p(E) = lim u(Ey) + lim u(E;)

J—00

= M(U;ile) + M(m;ilEj)'
Pela igualdade ([2.2.2)), obtemos

lim p(EBr) = p(E\ NGy Ey) + p(N52, E))

Jj—o0
= p(Ey) — lim p(Ej) + p(052, E)-

(2.2.1)

(2.2.2)

Como pu(F) < 0o, podemos subtrai-lo em ambos os lados da equag@o, obtemos
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p(NF2 ) = lim p(E;),

J—00

conforme o desejado. U

A ideia de continuidade corresponde a ideia de preservacao da familia de subcon-
juntos abertos. Ja a ideia de mensurabilidade diz que a familia de conjuntos mensuraveis
é preservada. Dessa forma, as funcoes mensuraveis em teoria da medida possuem um
papel semelhante ao das fungoes continuas em topologia (veja [I0] para mais detalhes).

A definicao a seguir formaliza essa ideia.

Definicao 2.2.5 Seja A uma o-dlgebra em M. Uma funcao f: M — R é A-mensurdvel
quando para todo r € R vale [f > r] € A, onde

[f >r]={x € M|f(z) >r}=f"(r,+c0).

Defini¢ao 2.2.6 Sejam (X, M, ) um espaco da medida e p € [1,00). Define-se o espago

LP como o espaco de funcgoes dado por

LP={f:X — C;f é p-mensuravel e || f]|, < oo}

Onde, 1
1= | [ 1r@pano|

Segundo [11], o conjunto L£P(X) torna-se um espago vetorial quando identificamos
quaisquer duas fungoes f e g de LP(X) que sdo idénticas a menos de um conjunto de
medida nula. Dizemos que f e g sao iguais quase sempre ou, simplificadamente, f = g q.s.

Antes de mostrarmos que £7(X) é um espago de Banach, faremos algumas consideragoes.

Lema 2.2.7 (Desigualdade de Young) Sejam A,B € R positivos. Se p,q € [1,00) sdo tais

1 1 .
que — + — =1, entao
q

AP Bt
AB < — 4 —
D q
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Demonstracao: Considere a funcdo f definida em (0,00), dada por f(t) = at — t9,

0 < a < 1. Temos que

fft)y=a—-at*' =a (1 - t11—a> :

Se 0 <t <1, entao f'(t) <0.Set > 1, entao f'(¢t) > 0. Dessa forma, t = 1 é ponto de

minimo local, ou seja, f(1) < f(t), Vt € (0,00). Logo,

a—1

IN

< at—a+1,

at — t°

Fazendo t = %, com a,b € (0,00), obtemos

)
& b

PN aablfa

vt € (0,00).

a(%)—a+1

aa—ab+b

aa+b(1 — a).

1 1 1
1 1-1 .
Tomando o = —, A=a» e B="5b», concluimos que

AP B4
AB< — 4+ —.
p q

0

1 1

Lema 2.2.8 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP e g € L9, onde — + — = 1. Entdo
p q

fg € L e wvale que:

gl < F1lpllgllo-

Demonstracao: Se f = 0 ou g = 0 o resultado segue. Suponhamos que ||f|l, # 0
llglly # 0. Temos que fg é mensurédvel pois o produto de fungdes mensuraveis ¢ mensuravel
([7.p. 93). Note que podemos supor que | f|, = |lgll; = 1, j& que podemos multiplicar

constantes positivas na desigualdade do enunciado. Pela desigualdade de Young, temos

|f(@)[P
|fg(x)] < ;

Aplicando a integral, temos



D q
/WMWS/LUW+EMM
M M P q

Logo,

1 fgll1 <

IF15  Nlgllg
+ =1 =1flxllglly,
P q p q

e segue que fg € L'

Lema 2.2.9 (Desigualdade de Minkowsky) Sejam 1 < p < oo e f,g € LP. Entao

1+ glle < [1fllp + llgllp-

Demonstracao: Note que

[f+9lP < (max(|f],]g]))"

< 2°(|f17 + 1glP)-

A

Logo,

/ FrgP < / 2|17 + |glP)dp
M M

= ([ irpans [ Jara)
Q.

Logo, f + g € LP. Vamos estimar o valor de ||f + ¢||,. Note que

f4+glP = |F+allf+g!

< (If1+lghIf + g

Observe ainda que p = (p — 1)g, pois p é o conjugado de ¢, assim

1 1 p-1

1= =

Entao

30
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A partir desse fato e aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

/ FgP < / LALIILE + g7, + / gl + g,

= WA+ 1all) ( \f+g!”);-

Isolando o termo desejado, temos

1—1
( / |f+g|”) <11l + gl

1—1

Portanto, [ f + g, ( / \f+g|p) < 11l + gl O

Teorema 2.2.10 (Convergéncia Dominada em LP) Seja 0 < p < co. Sejam f, e f :
M — K™ fungoes p-mensurdveis tais que f, — f quase sempre. Se existe alguma fung¢ao
p-mensurdvel g : M — [0,00] tal que / gPdp < oo e |fn] < g quase sempre, ¥n, entdo
fuefeL? elfa—fll,—0. "

Teorema 2.2.11 (Riesz-Fisher) Seja 1 < p < oo . Entao, o espago LP munido com a

11l = ( / \f!”du)p

norma

¢ um espaco de Banach.

Teorema 2.2.12 (Teorema de Fubini) Sejam (X, M, u) e (Y, N,v) espagos de medida
o finito, 0 = u X v a medida produto e f : X XY — R uma fun¢ao o-mensurdvel. Se

f € LYo), entio

[ sio= [ ([ swnww) aue) = [ ([ s aw,

Mais detalhes sobre o teorema de Fubini podem ser encontrados em [11].
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2.3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Muitos problemas de aplicagoes envolvem resolver uma equacao nao linear do tipo
Alz) =z, z€X.

Esse tipo de equacao é conhecido como problema de pontos fixos pela aplicacao
A: X — X eserd de grande valia para garantirmos a existéncia de solugoes das equagoes
integrais de Volterra que trataremos a frente. O teorema do ponto fixo de Banach, além
de garantir a existéncia e unicidade de um ponto fixo, em um contexto bastante geral,

também fornece um processo iterativo para encontra-lo.

Defini¢ao 2.3.1 Sejam (X,d) e (Y,D) espagos métricos. Uma aplicacao A : X — Y é

uma contragao se existe uma constante O < ¢ <1 de modo que, para todos x,y € X,

D(A(z),A(y)) < c d(z,y).

Um ponto fixo é definido como um ponto que nao é alterado por uma aplicacao. A

proxima definicao formaliza essa ideia.

Definicao 2.3.2 Um ponto fixo de uma aplicacao T : X — X € um ponto T tal que,
T(T) =7=.

Exemplo 2.3.3 Considere a funcdo T : R — R dada por T(x) = z°.

Para encontrarmos os pontos fixos de T" devemos descobrir os pontos T tais que

Assim, basta resolver a equacao

Dessa forma,
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(@ -1)=0
Assim, os pontos —1, 0 e 1 sao os pontos fixos de T'.

Teorema 2.3.4 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Seja (X,d) um espago métrico

completo. Seja T uma contragao definida em X. Entao
a) Existe um unico T pertencente a X tal que T(T) = T;

b) Qualquer que seja xy pertencente a X, a sequéncia definida por ay = xo e

a, = T(a,_1) converge para T;

¢) Qualquer sequéncia da forma anterior satisfaz:

d(a,,7) <

Demonstragao: Vamos mostrar que se existe um ponto fixo de T, ele é nico.

Suponhamos z; e x5 pontos fixos distintos, entao,

d(T(z1),T(x2)) = d(z1,x2). (2.3.1)

Como T é contracao, entao:

d(T(x1),T(x2)) < cd(x1,22). (2.3.2)

Por (2.3.1)) e (2.3.2)), podemos afirmar que:

d(z1,x9) < cd(xq,29).

Pela lei do cancelamento, concluimos que:

c>1

Dessa forma, chegamos a um absurdo, pois 0 < ¢ < 1. Logo, x1 = x5. Portanto existe um
unico ponto fixo. Para provar a existéncia de um ponto fixo, precisaremos da afirmacao a
seguir.

Afirmacao: Nas condicoes do teorema, vale a desigualdade:
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d(an7a‘n+1> S Cnild(a();a’l) .

De fato, usaremos inducao para mostrar este resultado. Primeiramente, para n = 0,
temos:

d(ag,a;) < c_ld(ao,al).

1

Como 0 < ¢ < 1 entao ¢ > 1, logo a desigualdade é valida. Suponhamos por

inducao, que a hipotese é valida para n = k, ou seja:
d(ag,arr1) < < Hd(ag,ar).

Vamos mostrar que vale para n = k£ + 1. Usando o fato de T" ser contracao e nossa

hipétese de indugao, obtemos:

d(ars1,ax42) = d(T(ax), T (ars1))
cd(ag,ari1)

c " d(ag,a1)

IN

IA

Fd(ag,a;)

Portanto, a relacao vale para todo n € N.
Agora, para concluir a existéncia de ponto fixo, precisamos provar que a sequéncia
definida no teorema é uma sequéncia de Cauchy. Usando a desigualdade triangular pode-

mos escrever

IN

d(anuaner) d(anuanJrl) + d(an+1>a'n+2) + -+ d<an+p71;an+p)

IN

" td(ag,ar) + c"d(ag,a1) + - - - + P 2d(ag,a,)

— (Cn_l+Cn+"'+Cn+p_2)d(CL(),CL1)

= Cn_1 (i Ci> d(ao,al)

1=0
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p—1
, 1
Note que E c" é uma soma parcial de uma série geométrica que converge para 1
i=0
Assim,
d < L d
(anaan-i-p) >~ C (CL(),CL1>
1—c
-1
C'I'L
= d(CLOaal)
1 —
n—1
Como torna-se arbitrariamente pequeno, entao a sequéncia é de Cauchy.

—c
Como X é completo, a sequéncia converge. Ou seja, existe T tal que lim,, o0, = T.

Por fim, basta mostrar que  é ponto fixo de T. Para isso, observe que

d(T(T),ant1) = d(T(7),T(an))

Como a,, — T, entdo d(T,a,) — 0. Dessa forma, d(T(T), a,+1) — 0. Pela unicidade do

limite, podemos concluir que:

T(7) = 7.

U

Corolario 2.3.5 Sejam R um conjunto fechado do espa¢o métrico completo (X,d) e
T : R — R. Se existe m € N tal que T™ : R — R € uma contracdo, entao T possui

um, e somente um, ponto fixo em R.

Demonstracao: Seja T™ : R — R uma contracgao. Logo, pelo teorema do ponto fixo de

Banach, existe um tnico T € R tal que T™(Z) = Z. Note que

T(T()) = T(I™ (%)) = T(@).

Logo, T() é ponto fixo de T™. Mais ainda, todo ponto fixo de T' é ponto fixo de

T™. Assim, pela unicidade do ponto fixo, temos que

T(z)=7.

Portanto, T é o tnico ponto fixo de T" em R. U
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2.4 TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace EI ¢ muito importante para a resolugao de equagoes
diferenciais e integrais. Esse método permite resolver os cdlculos para algumas equagoes
integrais lineares de Volterra e com isso podemos mostrar uma forma direta de resolucao

desse tipo de equacao.
2.4.1 Transformada de Laplace

Os primérdios da transformada de Laplace se encontram nos trabalhos de Eu-
ler, seguido por outros grandes matematicos como Lagrange, Abel, Liouville, Riemann,
Poincaré, entre outros. J.L. Lagrange considerou, em 1773, as integrais referentes a trans-
formada de Laplace com o propésito de analisar as funcoes densidade de probabilidade.
P.S. Laplace comegou, em 1782, a considerar formulas integrais para expressar solucoes
de equagoes diferenciais no espirito introduzido por Euler e em 1810 tinha avancado
substancialmente a aplicacao da transformada para equagoes integrais e diferenciais.

A transformada de Laplace é definida da seguinte forma:

Definigao 2.4.1 Seja f(t) uma funcao definida no intervalo 0 <t < co. Entdo a integral

Lglf] = /OO e "t f(t)dt, (2.4.1)

0

¢ chamada Transformada de Laplace, desde que a integral ezista, e s é chamado parametro

da transformada.

1
Por exemplo, a transformada de Laplace da fungao f(¢t) = ¢, é dada por —- De
s

fato,

Assim,

3Poincaré, em uma publicacio em 1884, foi o primeiro a utilizar o termo “transformada de Laplace”na
acepcao atual; as referéncias anteriores eram a “método de Laplace”.
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—st
¢ dt)
s

O resultado foi encontrado utilizando a substituicao u = t e dv = e~ *'dt.

Agora note que, quando £[t] converge, o resultado é uma func¢do na varidvel s, ou

seja £[f] = F(s).

Defini¢ao 2.4.2 Uma funcgdo f : [0,00) — R é chamada admissivel ou de ordem expo-

nencial se sao satisfeitas as sequintes condicoes:

a) A funcao [ for continua por partes em [0,00).

b) Se existirem duas constantes M e p tais que para todo t € [0,00) vale a desigualdade

[f(t)] < Met.

Teorema 2.4.3 Seja f : [0,00) — R continua por partes e de ordem exponencial para

t > T. Entio L[f] existe para s > fu.

Demonstragao: Pela definicao de transformada de Laplace, temos:

£[f]

/0 h e S f(t)dt

/OT e SLf(t)dt + /TOO e f(t)dt.

T
Note que a integral / e * f(t)dt, do lado esquerdo da soma sempre é um valor
0

real, pois 7' é um nimero, assim a integral se tornara uma constante.

Estudando a integral do lado direito da soma,

Agora,

e (n) e <

| tetrwnae< |

/ e St Mettdt.

T



/ e St Mettdt
T

Portanto essa integral converge e a transformada de Laplace existe.
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b=roo —(5 — pu)

6_(5_1")1) 6_(5_“)T
M (lim — )
oo —(s—p)  —(s—p)
Me_(S_N)T
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oo

A seguir estao listadas propriedades importantes da transformada de Laplace.

Propriedade 2.4.4 Sejam f e g funcoes admissiveis e a,b € R. Sabemos que £[f] = F(s)

e £lg] = G(s), entao Llaf + bg| = aF(s) + bG(s). Demonstragao:

Llaf(t) + bg(t)]

Sle™ f(1)]

/0 T et af () + bo(t))dt
/ h e taf(t)dt + / N e *hg(t)dt

a/oo e S f(t)dt + b/oo e g(t)dt
aF'(s) + bG(s).

U
Propriedade 2.4.5 Se £[f] = F(s), entdo £[e™ f(t)] = F(s — a). Demonstragao:
= / e (e f(t))dt
0
_ / 6(—s+a)tf(t)dt
0
= e~ f (1) dt
0
= F(s—a).
U

No que segue, algumas demonstragoes serao omitidas por fugirem do interesse desse

trabalho, mas podem ser encontradas em [15].
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Propriedade 2.4.6 Se f for uma fun¢io admissivel, entao L[t" f(t)] = (—1)"@53“(15)]

Propriedade 2.4.7 Sejam f e f' fungoes integrdveis em [0,b], para todo b > 0. Se f for

de ordem exponencial, entao f' é admissivel e existe L[f'] = sL[f] — f(0).

Propriedade 2.4.8 Sejam f, f',..., f™ Y continuas em [0,00) e de ordem exponencial.
Se £ for continua por partes em [0,00), entdo ™ ¢ admissivel e

L] = s"F(s) — sV f(0) — s" 2 f(0) — .. — f71(0),

onde onde F(s) = £[f].

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas fungoes nao é o produto
das transformadas. Porém a seguir introduziremos o conceito de produto de convolucao,
que ¢ um produto conveniente para que esta propriedade seja valida, ou seja, a transfor-

mada do produto de convolucao é o produto das transformadas.

Definicao 2.4.9 Sejam f e g duas funcoes de ordem exponencial o e 3 e com trans-
formadas de Laplace F(s) e G(s), respectivamente. Define-se a convolugio de f e g,

denotada por (f * g)(t), como sendo

(% g)(t) = / £t — y)g(y)dy.

Propriedade 2.4.10 Se f % g representa a convolugao das fungoes f,g : [0,00) — R,
entdo L[(f * g)] = £[f]£[g].

Note que vale a igualdade,

/ ' Flt = )gly)dy = / Fglt — y)dy.

Agora, para calcularmos a transformada de Laplace de um produto de convolucao,

usaremos o teorema de Fubini (Veja [2.2.12]).

giowl = [ ] 't — y)gly)dyt
= /OOO /Oo e f(t —y)g(y)dtdy
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Para x =t — y entao dt = dx, tem-se:

l(f* )] = / ) / " e f(2)g(y)dady

= /0 e f(x)dx /0 Ooe‘syg(y)dy
= L[f()]L]g(t)]-

Portanto a transformada de Laplace do produto de convolugao é o produto das
transformadas.

S

Propriedade 2.4.11 £|cos(at)] = o
s +a

Llcos(at)] = /Oooe_Stcos(at)dt

= lim [ e cos(at)dt
b—oo J

Tomando u = cos(at), dv = e **dt para calcular a integral / e~ cos(at)dt, tem-se:

—st —st
/eSt cos(at)dt = cos(at)e _/e (—asen(at))dt
—st

(& a

— —/e‘“sen(at)dt

S S

= —cos(at)

Novamente, usando a substituiciao u = sen(at), dv = e~ *dt, tem-se:

—st

L e a G_St e—st
e *cos(at)dt = —cos(at) — (—) ———sen(at) — a cos(at)dt
s s s —s
(@) + L estsen(at) — & / =5t cos(at)dt
= —cos(a —e “sen(at) — — [ e * cos(a
s 52 52
Logo,
1 / st cos(at)dt (at) " + L= sen(at)
— e cos(a = —cos(a —e *sen(a
52 s 52

[ et eostatya - () + Lesen(at)
e % cos(a = | ——— | [ —cos(a —e *'sen(a
2+ a? S 52
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Voltando ao inicio,

Llcos(at)] = lim [ e * cos(at)

b—oo J
_ 1 s ( t)e‘St % ten(at) ) |
= fim {50 cos(at)— e *sen(a 0

82 efsb X
= bh_>r£lo (32 " a2> <—cos(ab) + —e Vsen(ab) + T 0)
B s 1
 \s2+a? s
B s
2+ a2
a

Propriedade 2.4.12 £[sen(at)] = a2
s2+a

A demonstracao ¢ analoga a anterior.

Em um trabalho de 1911, Poincaré discute a teoria dos quantum onde é incluida a
formula da inversao da transformada de Laplace na forma usual de hoje em dia, embora
B. Riemann a tivesse obtido anteriormente de uma forma um pouco diferente da atual,
que é dada pela integral de Merllin,

1 A+ib

— 1i st .
T dim | e F(s)ds

Onde a integragao é feito ao longo da linha vertical Re(s) = no plano complexo em que

~ é menor que a parte real de F(s).

Definicao 2.4.13 Seja F(s) = £[f(t)] a transformada de Laplace da fun¢ao f(t). Entdo

a transformada inversa é da forma £ '[F(s)] = f(t).

Como M. Lerch estabeleceu, em 1892, a unicidade de transformadas de Laplace
de funcoes continuas, com base no Teorema de Aproximacao de Weierstrass, que diz que
qualquer fungao continua f : [a,b] — R pode ser aproximada por fungoes polinomiais, o
uso de tabelas para a inversao de transformadas de Laplace foi legitimado ﬁ Entretanto,
nem toda fungao possui transformada de Laplace inversa tabelada e existem, por exemplo,

métodos numéricos e diversos trabalhos a respeito da inversao da transformada de Laplace,

40 trabalho de Lerch foi publicado em checo, ficando praticamente desconhecido até 1903 quando foi
incluido num artigo publicado em francés. Este resultado, apareceu frequentemente citado como teorema
de Lerch em textos de aplicagbes da transformada de Laplace para sustentar a utilizacao de tabelas de
transformadas de Laplace.
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uma vez que a férmula geral de inversao é dificil e envolve a teoria de fungoes de variaveis
complexas. Um exemplo disso é o trabalho [16], de 2010, que usa a teoria de espagos de
Hilbert de reproducao para a inversao nimerica.

Dessa forma, podemos escrever:

£[t] 281—2 = £ 8—12} =
Llcos(at)] = ﬁ = ¢! s2j——a2] = cos(at)
Llsen(at)] = ﬁ = £ :82_7_—&} = sen(at)
Lltcos(at)] = % = £ :(;2_:—;22)2] = tcos(at)
Lltsen(at)] = (822_'_#8&2)2 = gt :(522;%2)2} = tsen(at)

2.4.2 Problema de Valor Inicial

Em 1833, J. Petzval desenvolveu consideravelmente a transformada de Laplace
para resolugao de equagoes diferenciais, publicando seu primeiro artigo sobre o assunto

em 1847.

Vamos usar a transformada de Laplace para resolver a equagao diferencial

() + 16f(t) = cos(4t),
onde f(0)=0e f'(0) =1.
Aplicando a transformada de Laplace, obtemos:
2Lf" () + 16£(1)] = Eleos(42)

= L[f"(t)] + L[16f(t)] = L[cos(4t)]

= $2L[f(t)] — sf(0) — 1f/(0) + 16L[f(t)] = 2516 _i 16
= (52+16)F(5)252+;16+1
s 1

= F(s) =

(s2+416)2 i s? + 16
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Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos

_ s _ 1
10 = = )+
1 ] 8s 1 [ 4
= 55 [(52+16)2] Rl [s2+161

1 1
= gtsen(élt) + Zsen(élt)

Agora, vamos usar a transformada de Laplace na resolucao de um sistema linear

de equacoes diferenciais. Considere o problema de valor inicial dado por:

filt) = =3fi(t) + 2fo(t)

[(t) = —4f1(t) + fo(t) + 2sent(t)
Com,
f1(0)= 0
f2(0)= 0.

Aplicando a transformada de Laplace as equacoes, obtemos

LM = L[=3f(t) + 2f2(1)]
Llf0)] = Ll=4f1(t) + f2(t) + 2sent(t)].

Como a transformada de Laplace é um operador linear e usando a propriedade

podemos escrever:

sE[fi(t)] — f1(0) =  =3L[f1(t)] + 2L[f2(?)]
sE[f2(t)] — f2(0) =  —4L[fi(t)] + £[f2(t)] + 2&[sent(1)].

Como o sistema estd sujeito as condigdes iniciais, f1(0) = e f2(0) = 0, temos,

sClA()] = =3L[A )]+ 2£[f2(1)]

b)) = —ASLAWD)] + SL0)] + —

s24+1




Com algumas manipulacoes algébricas, obtemos:

) 4
Lh®)] = (s2+1)(2s + 5)
2(s+3)
0= @ 1e)

Usando fracoes parciais do lado direito das igualdades, chagamos a:

( 1/-2s+4 2 s
il 5<sz+1>+g(m)

-1 /s—7 1 s—9
\g[f2<t)] - ? (82+1> +g (m>

Aplicando a transformada de Laplace inversa,

(
=2 [ s 4., 1 2, [ s+1-1
)= 5% L?+1}+5£ LQ+1}+5£ {(s+1)2+4}

S
-1 s 7 1 1 s—=H+1-1
)= —gt —_gol S B e
\fZ() 5 {2+1}+5 LQ+1}+5 [(s+1)2+4
Dessa forma,
( -2 . s 1 4,7 v 71 2., s+1 1 1
)= —g! —g! Y VR I Y . VI
h®) 5 _82+1_+5 |2+ 1) +5 (s+1)24+4] 5
-1 [ s ] 7 1 ] 1 [ s+1 |1 3
)= —g! —g! —et | - Zg!
\fQ() 5 i 57 |21 5T |Grurea) B
Portanto, a solucao do problema de valor inicial é:
( -2 4 2 1
fi(t) = —cos(t) + —sen(t) + —e ‘cos(2t) — —e 'sen(2t)
5 5 5 5
-1 7 1 3
o(t) = —cos(t) + -sen(t) + —e "cos(2t) — —e "sen(2t).
tcos(2 t 2
( 5 5 5 5

44

|

(s+1)2+4)

(s+1)2+4]
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2.4.3 Equacgao Integral

Agora, vamos resolver uma equacao integral de Volterra usando a transformada
de Laplace. No capitulo as equacoes integrais de Volterra serao abordadas mais

detalhadamente.

t
Seja f(t) =3t —e ' — / f(z)e*dz.
0
Note que podemos escrever a integral acima como um produto de convolucao, onde

g(t) = €'. Dessa forma, reescrevendo f(t), obtemos

f(t)=3t"—e™" = (fxg)(1).

Aplicando a transformada de Laplace, temos

F(s) = 32[t"] - Lle™] - Llf ()] L]

Q
—~
~
S~—
=

= F(s) = 3L[°] — £le”"] — L[f(1)]L]e']

o F(s) = 3(§>—8i1_p(s)(sil).

Assim,




Dessa forma, aplicando transformada de Laplace inversa

o - g i o

| |
2] [ e ] e [ 4]
S S S s+ 1

= 32 —t3+1-—2e"".
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A transformada de Laplace também pode ser usada na resolucao de sistemas de

equacgoes integrais. Algumas equagoes integrais de Volterra, que sao o objeto de estudo

desse trabalho, podem ser resolvidas com essa técnica. Porém é necessario que as integrais

de Volterra possam ser escritas como um produto de convolucao e, é claro, que existam

as transformadas de Laplace de cada funcao e suas respectivas transformadas de Laplace

inversa. Como exemplo, considere o sistema de equacoes integrais dado por

(

0= 1= [ @ [ pas
0 0

fa(t) = 325—/0 fl(t)dt—i-ll/o(t—x)fg(x)dx.

\

Podemos escrever as integrais acima usando o produto de convolucao.

g(t) =e*, h(t) =1 e y(t) = t, assim

filt) = 1=2(fixg)(t) + (f2 xh)(t)
fo(t) = 3t —(fixh)(t)+4(f2xy)(t).

Aplicando a transformada de Laplace, obtemos

Lam] = L] = 28[H®)1L[g()] + L[f2(8)]£[h(1)]
LlLM1 = 3L0] — L[AMILR@)] + 4L[f2(8)] L]y ()]

Dessa forma, temos

Considere
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SAM = ©— 2o 2lA)] + - el0)
Sih] = 2 - LA+ S Llh0)

Com algumas manipulagoes algébricas, chegamos a

(

A= ST
\S[fg(t)] _ 3s* (:;(2;;3—1— 4
Agora, usando fragoes parciais obtemos
(elnm) = 2+ 2
2la0)= -2+ 5+

Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos

[1] 1
t)= —4g'|=|+587 | ———
fl() s | + _S—(—1>‘|
[1] 1 1
t)y= —2e7'|=|+4&7" || +5¢&7! .
\f2( ) 5] * _32} * L+ 1}
Portando, a solucao do sistema de equacgoes dado
At)= —4+5e7"
fo(t) = =244t +5e .

O estudo de resolucao de equacoes usando a transformada de Laplace exige que
exista a transformada de Laplace inversa. Dessa forma, para simulagoes numéricas, sao
necessarios métodos que aproximem tais funcoes. O uso da teoria de nicleos positivos
definidos para esse fim tem se mostrado satisfatorio e pode ser visto com mais detalhes

em [16].
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3 NUCLEOS POSITIVOS DEFINIDOS

Os nucleos positivos definidos tém um papel crescente em diversas aplicagoes, tais
como solucoes numéricas de equagoes diferenciais e graficos e experimentos computaci-
onais, também sao uteis em problemas de interpolacao. Em trabalhos recentes, Michael
Scheuerer, Robert Schaback e Martin Schlather questionam se a interpolagao de dados
espaciais é um processo estocastico ou um problema deterministico que pode ser resolvido
com o uso da teoria de nicleos positivos definidos e espagos de reproducao [12].

Ainda segundo [12], o inicio do estudo de fun¢oes positivas definidas foi creditado a
James Mercer e a Maximilian Mathias, que era aluno de Erhard Schmidt. Como estavam
interessados em analisar estas funcoes no contexto de transformada de Fourier, eles nao
perceberam que Mercer, cerca de uma década antes, havia considerado os nicleos positivos
definidos no seu trabalho sobre equacoes integrais. A contribuicao mais significativa de
funcoes positivas definidas em termos de transformada de Fourier foi feita por Salomon
Bochner e Iso Schoenberg. O teorema conhecido como teorema de Bochner foi usado
por Aleksander Khinchin, por volta de 1930, para estabelecer as bases para o estudo de
processos estocasticos estacionarios em teoria da probabilidade.

O conceito de espacos de reproducao foi introduzido por Nachman Aronszajn e
Stefan Bergman, por volta de 1950. Moore mostrou que cada nicleo positivo definido
gera um espaco que pode ser completado formando um espago de Hilbert de reproducao,

ligando as duas teorias (Veja [2]).

3.1 NUCLEOS POSITIVOS DEFINIDOS

Muitos problemas sao descritos por equagoes integrais, que muitas vezes nao po-
dem ser resolvidos com as técnicas usuais. A teoria de nicleos positivos definidos nos
proporciona uma técnica para a resolucao de tais problemas, logo, vemos a importancia
dessa teoria.

Neste capitulo, discutiremos algumas defini¢oes e propriedades referentes aos nticleos
positivos definidos, assim como faremos alguns exemplos.

Um ntcleo é uma funcao de duas variaveis que possui contradominio pertencente
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ao conjunto dos nimeros complexos. Iniciaremos com uma definicao formal de ntcleo.

Definicao 3.1.1 Seja X wum conjunto ndo wazio. Um mnicleo K € uma fungdo

K:XxX—C.

Exemplo 3.1.2 Seja X um conjunto de pontos de R?, entio K : X x X — C dada por
K((z1,01),(x2,2)) = 3x1y2 + ixoyy € um niicleo.

Um conceito importante para o nosso estudo é o de ntcleo positivo definido. Para

isso, precisamos conhecer a definicao de matriz nao negativa definida.

Defini¢ao 3.1.3 Uma matriz A, «,(C) € nao negativa definida quando a forma quadrdtica

B(y) =74y", yeC"

for nao negativa, ou seja,

gAy' >0, yeCm

A definicao anterior é usada, por alguns autores, para definir matrizes positivas
definidas. No nosso caso, usaremos essa nomeacao quando a desigualdade for estritamente

positiva.

Exemplo 3.1.4 A matriz A dada por:

¢ nao negativa definida.

De fato,

yAy' (Wiyeys) | =1 2 =1 | v
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Dessa forma,

2y1 — Yo
JAY = (y1,y2.93) | —y1 + 200 — 3

—Ya + 2y3
= 271 — (Y2 + i2) + 2202 — (T2ys + ¥213) + 2y

= 21 — 2Re(n1¥2) + 29202 — 2Re(Yays) + 24373
Fazendo y; = a; + ib;, com a;,b; € R e j = 1,2,3, temos:

yAy' = 2(ay +iby)(a; —iby) — 2Re((ay + ib1)(az — iby)) + 2(ay + ib + 2)(ag — iby) —
— 2Re((ag — ibg)(as +ibs)) + 2(az + ibs)(ag — ib3)
= 2a] + 207 — 2a1ay — 2biby + 2a5 + 203 — 2asa3 — 2bybs + 2a3 + 2b3
= (a1 —az)* + (ag — az)® + (by — by)® + (by — b3)* + a3 + a3 + b3 + b3

0

v

Logo, a matriz A é nao negativa definida.
A partir do conceito de matriz nao negativa definida, podemos introduzir a ideia

de nicleo positivo definido, que serd o objeto de nossos estudos.

Definicao 3.1.5 Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que um nicleo K : X x X — C
€ positivo definido quando a matriz A = (K(z;,x;)), de ordem n, é ndo negativa definida

para qualquer n > 1 e qualquer n-ipla (z1,22, ..., z,) € X".

Denotaremos por PD(X) o conjunto dos nucleos positivos definidos com dominio

X x X.

Observacao 3.1.6 Note que a defini¢cao € equivalente a sequinte desigualdade ser

satisfeita:

> G K (xi,w5) > 0 (3.1.1)

ij=1
Dizemos entao que K € estritamente positivo definido caso a desigualdade acima seja

positiva sempre que algum c; for nao nulo.
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De fato,
K(I’l,l‘l) K(ﬂfl,l‘g) K(l’l,l’n) C1
| K(z9,x1) K(x2,x oo K(z9,2, c
K (x5,25)c = (c1,¢9y..vCn) ( 2 1) ( 2 2) ( 2 ) ?
K(xp,x1) K(xp,xzs) -+ K(zp,x,) Cn

= E e K (z1,25) + .. ~|—E CnCi K (2,25)
j=1
= E E Gic; K (z;,5)

7,1]1

= E Gic; K (z;,x5)

1,5=1

Observacgao 3.1.7 Seja X um conjunto nao vazio, f : X - Ce K : X x X — C um
nicleo. Dados x; € X, 1 =1,...,n, e tendo valores tabelados y; = f(x;). Um problema de

interpolacao pode ser escrito entao como,

n

S(x;) = flay) =D aK(zjm), j=1,...n,

i=1
quando tentamos aproximar f por uma func¢ao

n

S(x) = ZciK(a:,xi), r € X,
i=1
e por isso queremos determinar os valores de c;. Caso o nicleo K seja estritamente
positivo definido, podemos garantir que o problema tem solug¢do unica e podemos usar
diversos métodos numéricos para a sua resolucao. Como caso particular podemos resolver
o sistema por eliminacao de Gauss sem a necessidade de usar pivotamento ou o método

iterativo de Gauss-Seidel (Veja [13, p.119]).
A seguir, faremos alguns exemplos de nicleos positivos definidos.

Exemplo 3.1.8 Seja K : X x X — C dada por:
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Sen € N, {z1,x9,...,2,} € um subconjunto de X e{ci,ca,...,c,} sao nimeros complezos,
entao:
n n n
2 : — Z — Z 2
CiCjK(l’i,.Tj> = CiC; = ’CZ’ 2 0.
i,j=1 i=1 =1

Logo, K é um ntcleo positivo definido.

Exemplo 3.1.9 Se f : X — C € uma func¢ao qualquer, o nicleo dado pela expressao

K(z,y) = f(x)f(y), Yo,y € X, € positivo definido.

De fato, sejan € N, {z1,x9, ..., 2, } um subconjunto de X e {cy,cs, ..., ¢, } niimeros

complexos, entao:

Z C_iCjK(l‘i,ZL‘j) - Z C_chf($z)f(wj)
i,j=1 i,j=1
= Y @f(w)gf(x)
Z,jzl )
= > &Gty
j=1
> 0

Logo, K(z,y) = f(x)f(y) é um nicleo positivo definido.

Exemplo 3.1.10 Sejam (X,u) um espago da medida e f : X x X — C tal que

f(,x) € L2, para todo x € X. Nestas condigoes, o nicleo K dado por:

Kiea) = [ 7o TGEm)
€ positivo definido.

De fato,

Z G K (z;,x;) = Z C_iCj/Xf(nyUi)f(zaxﬁdﬂ(z)

i,j=1 i,j=1

— /ch_if(z,xi)c_jf(zﬂj)dﬂ(z)

i,j=1
s

0

2

dp(z)

n

Z c;if(z,2;5)

J=1

v
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Garantindo que esta soma é sempre nao negativa podemos concluir que o ntucleo
apresentado é positivo definido.

O exemplo a seguir serd usado como motivacao para o lema ((3.1.12)).

Exemplo 3.1.11 Se X € um espago vetorial complexo com produto interno (-,-)x, entdo

K(zy) = (x,y)x, com x,y € X € positivo definido.

De fato,

Q)
MO
:Q
E
oL

|
M .
§
E
k)

Y
o

Dessa forma, podemos generalizar esta ideia com o seguinte lema.

Lema 3.1.12 Sejam H um espacgo de Hilbert, X um conjunto ndo vazio e g : X — H

uma funcgao qualquer.

a) O nicleo K : X x X — H dado por K(z,y) = (9(y),9(x))x, Yr,y € X € positivo
definido;

b) O nicleo Ky : X x X — H dado por Ky(z,y) = (9(z),9(y))n, Vr,y € X € positivo
definido.

Demonstragao:

a) Basta observar que:
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b) Note que:
= (9(y).9(2))
= K(zy)
Logo, K; também é um nucleo positivo definido. O

Para a proxima proposi¢ao sao necessarios os conceitos de matriz autoadjunta e
autovalores. Com esses dois conceitos garantimos que o determinante de uma matriz nao
negativa definida é sempre positivo, mais ainda, o determinante da matriz autoadjunta é
o produto de seus autovalores. Para fixar esses conceitos, primeiramente, vamos definir

matriz adjunta e autoadjunta.

Definicao 3.1.13 Sejam Hy, Hy espacos de Hilbert. Dado um operador linear continuo

A Hy — Hs, existe um unico operador linear continuo A* : Hy — Hy tal que:

(Az, Y g, = (x, A"y, Vz,y € H.

O operador A* € o adjunto de A (Veja [1l, p.138]).

No caso H; = H,, podemos definir um autoadjunto, ou seja, quando o operador

coincide com seu adjunto. Para o caso de espagos euclidianos temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.14 Uma matriz A = (a;;) € M, (K) € autoadjunta quando:
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(Az'y) = (z,4y"), VayeK"
Onde (-,-) € o produto interno canénico em K"

Autovalores e autovetores sao bastante utilizados em problemas que envolvem siste-
mas dinamicos, pois sao necessarios no estudo da estabilidade de solucoes. A determinacgao
de autovalores e autovetores de uma matriz sao conceitos que merecem uma maior aten¢ao
por haver intiimeras aplicacoes praticas em varias areas, como por exemplo na mecanica
quantica, no processamento de imagem, na Estatistica, etc. A definicao a seguir traz a

ideia de autovalores e autovetores.

Definicao 3.1.15 Dizemos que A € K e um vetor nao nulo v € K" sao respectivamente

autovalor e autovetor de uma matriz A se Avt = \v'.

Observagao 3.1.16 Vale ressaltar que se A for uma matriz nao negativa definida todos

0s autovalores de A sao nao negativos. Note que:

0 < oAV = oA’ = Aot = Ao

Ou seja, A > 0.

Proposicao 3.1.17 Seja K € PD(X), entdo para quaisquer x,y € X, as sequintes

afirmagoes sao verdadeiras.

a) K(z,x) > 0;

b) K € hermitiano, ou seja, K(z,y) = K(y,x);
¢) |K(zy)* < K(z.2)K(y,y)
Demonstragao:

a) Por defini¢do a matriz A = [K(z;,x;)] é ndo negativa definida para todo n > 1. Em

particular, para n = 1, concluimos que K(z,x) > 0.

b) A matriz A = [K(z;,2;)] é ndo negativa definida Vn > 1 e V n-tupla (z1,22,...,2,) €
X", pois K € PD(X). Assim,
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ZAZ > 0.
Fazendon =2, z = (1,1) e K(z;,x;) = a;;, temos:

—— | 11 Q12 1

0 < (LD

Q21 A22 1

= Qa1 + a12 + 21 + a99.

Pelo item i., K(x,z) > 0, logo ajj,a22 € R. Dai, concluimos que :

Im(ai2) = —Im(ag). (3.1.2)

Por outro lado, fazendo z = (1,i), obtemos:

—Q [ @11 Q12 1
0 < (1)
G21 A22 1

= a11 + 1012 — 1091 + A99.

Do mesmo modo, ai1,a29 € R, entao devemos ter:

Re(ay2) = Re(as) (3.1.3)

A partir de (3.1.2) e (3.1.3) obtemos que a1, = @z1. Ou seja, K(z,y) = K(y.x),
Vey € X.

c) Note que A é autoadjunta, pois A = A Assim, A é diagonalizavel (Veja [9], p.228])
e, pela Observacao [3.1.16] possui todos os autovalores nao negativos. Segue que seu

determinante, que é o produto de seus autovalores, é nao negativo (veja a Observagao

3.1.18 a seguir). Com isso,

a1 Qg1
detA = det = a11a22 — |6l21|2 > 0.

Q21 A22
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Dessa forma,

lag|? < aj1ass.

Isto é,
k(y.2)* < K(z.2)K(yy), VoyeX.
O
Observacao 3.1.18 Sendo A uma matriz diagonalizdvel sabemos que A possui n auto-
vetores. Logo, existe uma matriz P que é a matriz mudanca de base da base canonica
K" para a base formada pelos autovetores de A. Também podemos encontrar a matriz

diagonal D composta pelos n autovalores de A dispostos na diagonal principal. Como a

matriz A € semelhante a matriz D, temos que:
A= P 'DP.
Dessa forma, podemos concluir que det(A) = det(D), pois:

det(A) = det(P~'DP)
= det(P~")det(D)det(P)
1

- Jet(P) det(D)det(P)

= det(D).

Como D € uma matriz diagonal, seu determinante é o produto dos wvalores da diagonal
principal. Ou seja, quando A € uma matriz diagonalizavel seu determinante € o produto
de seus autovalores. Sendo assim, sabendo que toda matriz autoadjunta € diagonalizdvel,
podemos concluir que o determinante de uma matriz autoadjunta é dado pelo produto de

seus autovalores.

Teorema 3.1.19 (Unicidade da Raiz Quadrada) Seja A uma matriz autoadjunta e

nao negativa definida. Entdo, existe uma unica matriz P autoadjunta e nao negativa

definida tal que A = P*. (Veja [1, p. 226])

Teorema 3.1.20 Uma matriz A € autoadjunta se, e somente se, A = A’
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Demonstracao: Sejam A = (a;;) e z,y € K". Note que,

<A$T7 y> = < <Z Q13X " - Z anzxz> yl; o 7yn)>
=1
= Z Z ajiTili

i=1 j=1

= <(m17...  T), (Zajlyj,... ’Zajnyj>>

Jj=1

= (z,4y")
Logo, A é autoadjunta se, e somente se, A = A" . O

Teorema 3.1.21 Sejam K : X x X — C um nucleo positivo definido e a matriz

A = (K(z;,x))), i, =1,--- ,n, entao existe uma unica matriz G tal que A = lered

Demonstragao: Como K é um nucleo positivo definido, segue da proposicao que
A=A Logo, pelo teorema , A ¢é uma matriz autoadjunta e portanto existe uma
tinica matriz G autoadjunta nao negativa definida tal que A = G?, conforme enunciado
no teorema (|3.1.19)).

Como G ¢ autoadjunta, temos que G = G Logo A = GG U
Teorema 3.1.22 Sejam Ky,--- ,K, € PD(X) edy,--- ,d, > 0:

p
i. A soma ZdiKi estd em PD(X);

=1

a) O produto K1Ks estd em PD(x);

b) Se K, converge para K entio K € PD(X).

p
Demonstragao: a) Seja K = ZdiKi, entao:
i=1

E i K(xpx;) = E c,cjg d K (z,5)

4,j=1 Jl

_ Zdl Z e Ky (zi,2;)

1,j=1
20
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b) Sejam A = (a;;) = (Ki(zi,x5)) e B = (b;) = (Ka(z4,2;)). Como A é uma
matriz ndo negativa definida, pelo teorema ({3.1.20)), existe uma tnica matriz G = (g;;)

autoadjunta tal que A = Ga'. Assim,

A = GG
gii 912 ' Gin git gi2  Jin
B go1 G222 t Gon g21 G22 Qo

D 9T Y gl Y Gl
p=1 p=1 p=1
D Ty > 9%Tn Y 9%0w
p=1 p=1 p=1

Z GnpJ1p Z Gnp92p - Z GrpGnp
p=1 p=1 p=1

Dessa forma, temos que

Q5 = E 9ipYip> para 1,] = 17 e, N
p=1
Vamos mostrar que a matriz C' = (a;;b;;) é ndo negativa definida, para isso, considere

¢, 0 €C

> citjaibi; = Z chcfgwgﬂp ij = Z chglpcﬂgfp C Z did;bj.

1,j=1 1,7=1 p=1 1,7=1 p=1 ,j=1

Onde d; = Z Z Cigip e d; = Z Z ¢;gjp- Como B ¢ uma matriz nao negativa definida,

ij=1 p=1 ij=1 p=1
podemos concluir que:

n
Z CiC_jCI,Z’jbi]‘ Z 0.

t,j=1
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iii. Como K, converge para K segue que,

E cic; K (x;,x;) —plggog ;¢ Ky (z5,25) > 0

i,j=1 i,j=1

3.1.1 Ntcleo de Mercer

Um tipo especial de niticleo positivo definido é o nicleo Mercer que recebe esse
nome em homenagem a J. Mercer, autor do artigo [I7]. Esse artigo deu origem a diversos
estudos sobre propriedades espectrais de operadores integrais gerados por niicleos positivos
definidos [14]. Para a defini¢ao de nicleo de Mercer precisamos da condigao de somalidade,

que esta explicitada na definicao a seguir.

Definicao 3.1.23 Seja I um conjunto enumerdvel de indices e X um espaco topologico
munido de uma medida de Borel v. Considere {\;}rer uma sequéncia de nimeros reais
positivos e {fy © X — Chlrer um conjunto L*(X,v)-ortonormal de funcies continuas.

Dizemos que ambas satisfazem a condicao de somalidade quando:

Z 2
kel
Um nucleo que se encaixa nas condicoes da definicao anterior é dito nicleo de

Mercer.

Defini¢ao 3.1.24 Se {\;}trer e {fx(x) brer satisfazem a condigcdo de somalidade entao o
niucleo ¢ : X x X — C dado por:

vy) =Y Mfu(@)fily), zyeX

kel

€ um nicleo de Mercer.

Note que
Z Mefu(2) fr(y) < 00, zy € X,

kel
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R 1

De fato, a condicao de somalidade garante que as sequéncias {)\,3 fk(:v)} e {)\ 2 Sk (y)}
kel kel

pertencem a %, logo sdo sequéncias convergentes, pois 2 é um espaco de Banach. Usando

a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:

> eful(@) fuly <ZAk|fk )(Zwk )é

kel kel kel
Dai, a condicao de somalidade leva a conclusao desejada. Dessa forma, essa funcgao esta

bem definida.

Teorema 3.1.25 Seja ¢ um nicleo de Mercer definido pelas sequéncias { A }rer € { fx() }rer-

O nicleo ¢ € positivo definido.

Demonstragao: Sejam n um inteiro positivo, {z1,29, -+ ,2,} C X e {c1,¢2, -+ ,¢,} C C,

entao:

n

Z ciCip(xi,xj) = Z Cic_jz A fi(@i) fio ()

ij=1 ij=1 kel
= Z)\k Z ci fi(w:)e; fi ()
kel 3,j7=1
2
) e
kel i=1
> 0
Portanto, o ntcleo ¢ é positivo definido. O

Observagao 3.1.26 A condicio de L*(X,v)-ortonormalidade da nossa defini¢do de nicleo
de Mercer nao € necessdria para a demonstracao dos resultados anteriores, como o leitor
pode facilmente verificar. Essa condi¢ao vem da versao original do teorema de Mercer de
1909, encontrada no artigo [17]. Versoes atuais do teorema de Mercer (veja por exemplo
|14, p.25]) dao condigoes para que um nicleo seja um nicleo de Mercer. Para isso utilizam
o teorema espectral para operadores compactos e autoadjuntos atuando sobre o espaco

L*(X,v), o que justifica tal condicdo na nossa definicao.
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3.1.2 Ntcleo Gaussiano

Um dos nticleos positivos definidos mais conhecidos foi descrito por Carl Frederich
Gauss, por volta de 1809, em seu livro sobre movimento de corpos celestes. O nicleo

Gaussiano também é conhecido como funcao distribuigao normal e é dado pela expressao:
762 r— 2
K(zy) = el

onde x,y e Ree> 0.
Antes de mostrarmos que este ntcleo é positivo definido, vamos apresentar outro
nicleo positivo definido:
- (2¢%)

Ki(zy) = 2Ty — Z l—lxlyl rye X CR
=0 ’

Este nicleo é positivo definido, ja que

S S - (262)k k_k
Yo Gaki(ga) = Y Goy o Lt

1,7=0 1,7=0 k=0

vV
o =

Note ainda que,

2
=0,k=0,1...=¢; =0.

n
E c_icjxfx? =

ij=1

n
E Ci.ilff
i=1

Quando a expressao acima for igual a zero, teremos que cada c¢; sera igual a zero, ou seja,
o nucleo K; é de fato estritamente positivo definido. Para dizer isso usamos a unicidade
de solucao do sistema, que ¢é garantida pelas propriedades da matriz de Vandermonde.
Isso esta relacionado com a existéncia e unicidade de um polinomio interpolador para o

problema (veja [13, p.214]).



Com isso, podemos ver

K(.?Z,y) =

que o nucleo gaussiano pode ser reescrito como:

o€ lz—yl?
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— 6—62m2—e2y2+262xy

i (262)k —e22? _—2y? k. k

T@ (& Ty,
k=0

rzy €R

e ainda,

> Gk (wr) =

i,j=0 i,j=0 k=0

%
=1

_e2,2 .
Onde, d; = e %, i =1,---

,n. Nesse caso, d; = 0 apenas quando ¢; = 0. Segue
entao que esse nucleo é estritamente positivo definido.

Cabe notar que essa representacao em série nao € a representacao dada pelo
Teorema de Mercer ([14, p. 25]).

Usaremos um raciocinio semelhante para o caso em que z,y € R". Assim, considere

o nucleo

Ki(z,y) = 6252”, ry € X" CR".

onde zy denota o produto escalar entre x e .

Podemos representar esse nicleo da seguinte forma:

2e2zy 2e2(x1y1++Tnyn)

€ = €

2 2
e2ETTIYL L. 28 TnYn

Segue que esse nicleo é positivo definido porque é o produto de niicleos positivos definidos,



64
pelo Teorema |3.1.22]
Dessa forma, escrevendo o nicleo gaussiano, para x,y € R", obtemos:

2| g2 a2 22 ,
K(zy) = e <ol = (e &2l? =€yl ) o o2y

Como a multiplicacao de nicleos positivos definidos também é um niicleo positivo definido
obtemos a conclusao desejada.

Para terminar essa secao e esse capitulo apresentamos mais alguns exemplos de
nucleos. Mais alguns serao dados quando falarmos de espacos de Hilbert de reprodugao,

no capitulo seguinte.
Exemplo 3.1.27 O nicleo dado por K(x,y) = cos(|x| — |y|) € positivo definido.

Primeiramente, note que:

K (2,y) = cos([z| — |y]) = cosl|cosly| + senle|senly.

Observe ainda que:

2

n n
Z ¢jcicos|zj|cos|z;| = Zcicos|xi| >0
ij=1 i=1
e, ,
n n
Z cjc;isen|z;|sen|x;| = Zcisen\xil > 0.
ij=1 i=1

Como a soma de nucleos positivos definidos é um nticleo positivo definido, podemos

concluir o desejado.
Exemplo 3.1.28 O nicleo dado por K(x,y) = cos(|z| + |y|) nao € positivo definido.

Similar ao exemplo anterior, temos que:
K(xy) = cos(|x| + |y|) = cos|z|cos|y| — sen|x|sen|y|.

Agora, note que:

2
n
Z ¢;ci(cos|xj|cos|x;| — sen|xj|sen|x;]) =

4,j=1

2

n
Z cicos|x;|
i=1

n
Z cisen|z|
i=1




65

Observe que a expressao acima nem sempre é positiva. Logo, o nicleo K(z,y) =

cos(|x| + |y|) ndo é positivo definido.
Exemplo 3.1.29 O niicleo dado por K (z,y) = cos(|z| — |y|)e=< 1"~ ¢ positivo definido.

Basta notar que K;(z,y) = cos(|z| — |y|) e Ka(z,y) = e~ sdo positivos definidos e
a multiplicacdo de nicleos positivos definidos é um ntcleo pertencente a PD(X), como

visto no Teorema 13.1.22)
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4 ESPACOS DE REPRODUCAO

A teoria de ntcleos positivos definidos e espacos de reproducao caminham lado a
lado, com algumas ligagoes entre elas. Os espacos de reproducao sao espacos que possuem
um nucleo positivo definido. A partir de um nucleo positivo definido podemos gerar um
espago vetorial com produto interno que por sua vez pode ser completado formando um
espaco de Hilbert de reproducao. Nesta secao, faremos algumas defini¢oes e proposigoes

importantes, também daremos alguns exemplos de espacos de Hilbert de reprodugao.

4.1 ESPACOS DE REPRODUCAO

O conceito espacos de Hilbert de reproducao foi introduzido, por volta de 1950, in-
dependentemente por Nachman Aronszajn e Stefan Bergman [12]. Posteriormente, Moore
relacionou os ntcleos positivos definidos a matrizes hermitianas. Iniciaremos essa se¢ao
com o conceito de funcao avaliacdo que serd necessario para a definicdo de espaco de

Hilbert de reproducao.

Definicao 4.1.1 Seja H um espaco de funcoes f : X — K definidas em um conjunto
nao vazio X. Para cada x € X, a fun¢ao o, : H — K dada por o,(f) = f(x) é chamada

de func¢ao avaliacao em x.

Definicao 4.1.2 Um espago de Hilbert de fungoes f : X — K, definidas em um conjunto

ndo vazio X € um espaco de Hilbert de reproduc¢io (EHR) se o, € continua para todo

reX.

A definicao acima é equivalente ao cumprimento de duas condigoes, estas estao

enunciadas no proximo teorema.

Teorema 4.1.3 Um espaco de Hilbert W é um espaco de Hilbert de reproducao se, e
somente se, existe um nicleo positivo definido K, chamado de nicleo de reprodugdo, tal

que:

a) Ve e X, K(-,x) € W, onde K(-,z) denota a funcioy € X — K(y,x);
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b) (propriedade de reproducao) Vo € X eVfeW | (f,K(.,x)) = f(x).
O nicleo K € unico.

Demonstragao: =) Suponhamos o, € W*. Pelo Teorema da Representacao de Riesz,

existe h, € W tal que

Defina K(y,x) = h,(y), Vz,y € X. Entao:

K(x)=he €W e (f,K(2))w = 0u(f) = [(2).

Logo, K é um nucleo associado a W e satisfaz os itens do teorema. Mais ainda,
K(I’,y) = <hy7hx>W7 T,y € Xa

¢ positivo definido conforme o Lema (3.1.12)).
<) Suponhamos que o espago de Hilbert W tenha um nicleo associado K. Assim,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, Vf € W, temos:

o= (DI = 1f(@)]
= |, K(z)wl
< [ECG2)wll fllw
= V(K( o), K(a)wllfllw
= VK@) fllw

Dessa forma, o, : W — K é limitado. Logo é continuo e linear e portanto W é um
espaco de Hilbert de reproducao. 0
A partir de um nucleo positivo definido podemos criar um espaco de Hilbert de
reproducao. Para isso, usamos o processo de completamento de um espaco vetorial
construido a partir do préprio nucleo. Como este processo é construtivo garantimos a
sua existéncia e pela unicidade do completamento, garantimos também que este espago é

Unico.
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A defini¢ao de nticleo positivo definido possibilita definirmos um produto interno

no espaco vetorial formado pelas fungoes

n

g(x) = Z ¢ K(x,x;), z€X,

i=1
para todo n > 1, {zy,....x,} C X e {c1,...,c,} C C. Esse produto interno é definido por

n

(g.h) = Y cidiK (25,07),

ij=1

para
n

h(z) = Zde(x,:Bj), r e X.

j=1
O completamento desse espaco é um espaco de Hilbert H i que chamamos de espaco de

reproducao, pois K (-,z) € Hgi e (f, K(.,x)) = f(z), para toda f € Hx ez € X.

Um resultado muito importante sobre espagos de reproducao é que a convergéncia

implica em convergéncia pontual.

Teorema 4.1.4 Seja H um espaco de reprodugao e { f,} uma sequéncia em H. Se f,, — f
entao fn(x) — f(x), para todo x € X. Em particular, a convergéncia € uniforme em todo

conjunto A C X, para o qual supyea K (z,x) < 00.

Demonstragao: Se x € X entao,

fa(@) = f@)] = ow(fa) = 02(f)]
= |ou(fu— 1)
< Alowllll £ = £1
= VE(@)|fa— f|

Como por hipétese f,, — f e ||o.|| refere-se a norma do funcional no espago H, podemos

concluir que f,(z) = f(z), V2 € X. d

A seguir apresentamos dois espacos de reproducao mas nao faremos demonstracoes.

O leitor poderéd adptar argumentos de outros exemplos da secao seguinte.
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Definicao 4.1.5 Dizemos que uma funcao f : X — R € absolutamente continua se para

todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

n

Z|xz‘—yz‘|<5:>Z|f($i)—f(yz’)|<€-

=1

Exemplo 4.1.6 O espaco vetorial de Sobolev dado por:

H= {f :10,1] = R;  f € absolutamente continua, f(0) = f(1) =0, /1[f'(x)]2dac < oo}
0

€ um espaco de Hilbert de reproducao com nicleo associado:

1—y)z, T <
o) = (1—y) y

(1—$)y, r >y

Com z,y € [0,1].

O produto interno entre duas fungoes f, g no espaco de Sobolev é dado por:
1
(9) = | £ (@)da,
0
Exemplo 4.1.7 O espaco de Hilbert
H={10 = o) s & | [CIr@sn <o, 10 =0},
0
com produto interno dado por
(ho) = [ F@g@pladr. o) =5
0
€ um espaco de reproducao. Efcicil verificar que
min(z,y)
Kag)= [ i e o),
0

¢ o nucleo de reproducao. Esse espaco € util no estudo da inversao da transformada de

Laplace em [10].
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4.2 EXEMPLOS IMPORTANTES

Para a resolucao das equagoes de Volterra se faz necessario o uso de dois espacos
de Hilbert de reproducao W[0,1] e W;[0,1]. Desde que esses espagos de reprodugao
foram construidos por M.G. Cui, em 1986, a teoria de espacos de reproducao tem sido
aplicada com sucesso na resolucao de problemas lineares e nao lineares, como em equagoes

diferenciais, modelos populacionais e em muitas outras equagoes da fisica e engenharia

.

Definigao 4.2.1 O espago W[0,1] € definido por:
W10,1] = {f(x)|f'(x)é absolutamente continua no intervalo [0,1] e f"(x) € £2[0,1]}.
Seu produto interno ¢ dado por:
1
(f(@).9(x))w = f(0)g(0) + f(0)g'(0) +/ f(z)g" (x)dz.
0
Definigao 4.2.2 O espaco W1|[0,1] € definido por:
W1[0,1] = {f(z)|f(x)é absolutamente continua no intervalo [0,1] e f'(z) € £2[0,1]}.
Seu produto interno ¢ dado por:
1
(Fa)g@hw = 7090 + [ F@)g (@)
0

Observacao 4.2.3 Podemos mostrar que f € Wi[0,1] se, e somente se, existe

h € L£*0,1] tal que

Essa funcao h é chamada de derivada de f, no sentido de que vale a regra de integracao

por partes. Ou seja,

/0 @)z = 1 / " g(s)ds - / 1 ( / ' qb(s)ds) h(z)de,

sempre que ¢ for continua em [0,1]. Dessa forma, podemos usar a notag¢io h(zx) = f'(x)



71
(veja [11), p. 106]).
Note ainda que o espaco do Fxemplo ¢ subespago de W1[0,1].

Teorema 4.2.4 O espago W0,1] é um espaco de Hilbert.

Demonstragao: Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em W]0,1], ou seja, dado € > 0

existe N tal que se n,m > N, entao

1o — Fnll? = (£u0) = Fn(0))? + (£1(0) — £ (0)) + / (f1(z) — [ ()% < e

Note que {f,(0)} é uma sequéncia de Cauchy em R e, como R é completo, existe
f(0) € R tal que f,(0) converge para f(0). Dessa forma, ¢ > 0, para n suficientemente

grande vale

[£a(0) = FO)* <.

Da mesma forma, {f’(0)} é uma sequéncia de Cauchy em R e existe f'(0) € R tal que

f7(0) converge para f'(0). Assim, para n suficientemente grande, temos

1£2(0) = f(O)F <e.

Note ainda que {f”} é uma sequéncia de Cauchy em L£*[0,1], que é completo. Logo essa

sequéncia converge para algum f” € £2[0,1], ou seja, para n suficientemente grande,

temos:

[ ) = ey <
Tome

f'(@) —f’(0)+/0 F(s)ds

fle) = £(0) + / " p(s)ds,

Consequentemente, f € W0,1] e

£ = FI* < 3e,

para n suficientemente grande. A demonstracao termina. 0]
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Na realidade o espaco W0,1] é um espago de Hilbert de reprodugao, como mostra

o teorema a seguir.

Teorema 4.2.5 O espaco W|0,1] € um espago de reproducio com fung¢do nicleo:

(

2 3
Tday+ -2 — L <
Wt Ys@

o| 8,

2
x
1+xy+7y— ) y>x

Demonstracao: Para que K seja um nicleo de reprodugao associado a W10,1], devemos

ter:
a Vr € [0,1], K(-,x) € W[0,1];

b) Vx € [0,1] e Vf € W]0,1] vale a propriedade de reproducao,
(f(x), K1 (2))w = f(z).

a) Observe que, se g(z) = K(z,y), para y € [0,1] fixo, entao

Yy

Y+, y<uw 0, y<ux
Jy=4" 2, o) =

y+fﬁy—7, y>x y—x, y>x

estdo em £2[0,1] e

ou seja, K(-,y) € WI0,1].

b) Calculos diretos nos dizem que, se f € W]0,1], entao

FECw = FOK©O) + (0)K(0.y) + / F(@) K" (2 )
= F(0)1 4 Oy + / " ) K y)de + / § (@) K" (,y)da

1
= f(0)+yf'(0 /f” —x)d:}c+/ f"(x).0dw.
v
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Assim,

(LEKCy)w = fO0)+yf(0)+ [(y —2)f'(x) + f(2)]]5

= f(0) +yf(0) +[(y —u)f'(y) + f(w)] — [(y — 0)f(0) + £(0)]

= f(0)+yf(0)+ f(y) —yf'(0) — £(0)
(y)

= fly)

O

O mesmo argumento que usamos nos dois ultimos resultados pode ser usado para

W110,1], como faremos a seguir.
Teorema 4.2.6 O espago W1[0,1] é um espaco de Hilbert.

Demonstragao: Seja {f,} uma sequencia de Cauchy em W;[0,1]. Isto é, dado ¢ > 0,

existe N tal que, se n,m > N, entao

Note que {f,(0)} é uma sequéncia de Cauchy em R e {f,} é uma sequéncia de Cauchy

em £2[0,1]. Como esses espacos sdo completos, existem f(0) € R e f € £2[0,1] tais que,
1
lim f,(0) = f(0), lim |f (z) — f'(z)Pdz = 0
n—oo n—oo

Ou seja, existe N, tal que, se n > N; entao:

| £(0) = fO))* <& e /\f (2))2dz < e.

+ /0 ) f'(s)ds

Consequentemente, f € W;[0,1] e segue que

Tome

£ — fII? < 2e.

A demonstracao termina. O
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O espago W1[0,1] também é um espago de Hilbert de reprodugao, como mostra o

teorema a seguir.

Teorema 4.2.7 O espaco W1[0,1] é um espago de reproducao com fung¢ao nicleo:

I+uy, y<ux
Ki(z,y) =1+ min(z,y) =

14z, y>x

Demonstragao: Para que K; seja um ntcleo de reproducao associado a W7 [0,1], devemos

ter:
a) Va € [0,1], Ki(-,x) € W1]0,1];

b) Vx € [0,1] e Vf € W;]0,1] vale a propriedade de reproducao
<f(x)7K1('7l‘)>W1 = f(l’)

a) Observe que, se g(z) = Ki(z,y), para y € [0,1] fixo, entao

estd em £%[0,1] e

ou seja, Kl(vy) < Wl[071}

b) Calculos diretos nos dizem que, se f € W1[0,1], entao

FE o = FOK(0g)+ / f(@) K} (zy)de
— FO)(1+0)+ / " (@)K (y)de + | roriey

— f0)+ /0 " @)1+ 2)de + / F @)1+ y)de



Logo,

<faK1('7y)>W1

o+ [ i [ 1w
FO) + F@)l y
FO)+ Fw)— F0)

Fw)

75
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5 EQUACOES DE VOLTERRA

Neste capitulo apresentaremos as equagoes integrais de Volterra e alguns conceitos
necessarios para a resolucao de um sistema de equacoes integrais de Volterra.

Vito Volterra foi um famoso matematico italiano que publicou, em 1896, um traba-
lho sobre equacoes integrais, que conhecemos hoje como equacoes integrais de Volterra. Os
trabalhos de Volterra juntamente com os de Ivar Fredholm, matematico sueco, marcaram

o comego do estudo da anélise funcional [I].
5.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

As equagoes diferenciais e integrais nos intrigam quanto a existéncia e unicidade de
solucao. Nesta secao, daremos as condicoes suficientes para que um sistema de equagoes
integrais de Volterra tenha solucao unica. Desta forma, garantimos que a solugao analitica

que sera apresentada no final deste capitulo é a tnica solucao do problema.

Definicao 5.1.1 Dado um intervalo [0,T] e conhecendo as fungoes g(t) e r(t,s,u), uma

equacao integral de Volterra € definida da sequinte forma:

a) Primeiro Tipo
t
[ s sonds =go), e o)
0
b) Segundo Tipo
t
10 =9+ [ riesfo)is, te )
0
Observacao 5.1.2 Uma equagao integral de Volterra é chamada de linear quando

r(ts,.f(s)) =ri(t,s)f(s).

Observacao 5.1.3 Note que uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem, dada
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por:

f'(x) = a(z)f(z) + b(z), = e€[0]]

€ equivalente a equacao integral linear de Volterra do sequndo tipo
f(z) = f(0) +/ b(t)dt—i—/ a(t) f(t)dt.
0 0

Nesse caso, g(x) = f(0) +/ b(t)dt e o nicleo r(x,t) = a(t) nao depende de x.
0

Por simplicidade de notacao, nosso objetivo nesta secao é estudar o sistema de

equagoes integrais lineares de Volterra da forma:

an(x)fl (l’) — b11 /Ox Tll(l',t)fl(t)dt + a12(x)f2(m) — b12 /Oaj le(x,t)fg(t)dt = Ul (CL’)

agl(x)fl (l‘) — b21 /0z 21 (l‘,t)fl(t)dt + CLQQ(CC)fQ(.T) — b22 /033 T22($,t)f2(t)dt = UQ(CL‘)

Porém, o método pode ser adaptado para tratar de sistemas maiores. O método pode
também ser adaptado para sistemas nao lineares, conforme serd discutido ao final deste
capitulo (veja por exemplo [1§]).

E claro que podemos escrever esse sistema na forma matricial como
A(z)F(x) +/ R(z,t)F(t)dt = U(x). (5.1.1)
0

Assumiremos que a equagao ([5.1.1)) tem solugao tnica (veja o Lema |5.1.5)). Sob condigbes

adicionadas a seguir, podemos considerar esse sistema como:
U(z) = VF(z), (5.1.2)

onde

V11 V12
V= : W0,1] ® W0,1] — W1[0,1] & W1[0,1],

V21 V22

com

v (f1)(@) = aii(z) fi(x) — by /Ox rij(z,t) fi(t)dt,
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Ulz) = UIEI; € WL[0,1] @ WA [0,1],
Fio) = [ e wo e wioa,
fo()

Exemplo 5.1.4 Considere o sistema de equagoes lineares de Volterra:

;

fi(z) — /OI(JI:2 —t)fi(t)dt — /:(:zc2 — ) folt)dt =z + % -7 3

T T 3
\—/0 tfl(t)dtJrfz(a:)—/ tfz(t)dt:xQ—%—%

Nesse sistema temos

Como exemplo temos, nesse caso,

on(f1)(@) = filz) - / (@R OAMd o)) = - / (@~ 0) falt)de

Vo1 (f1)(z) = — /Ox tfi(t)dt, vaa(fo)(x) = falz) — /Ox tfo(t)dt.

Podemos verificar por substituicao que a solugao do sistema € dada por:

Definiremos o produto interno em W[0,1] & W[0,1] como a soma dos produtos

internos de cada coordenada, ou seja,

2

(F,G) = Z(fia.%’)W-

=1
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O produto interno em W;[0,1] & W;[0,1] sera definido da mesma forma, como a soma dos
produtos internos de cada coordenada pertencente a W;[0,1].

Para garantir que a solugao de um sistema de equacoes de Volterra é tinica usaremos
o Teorema do Ponto Fixo de Banach Este fato serd melhor detalhado no préximo

lema.

Lema 5.1.5 Sejam A(z), F(x), U(x) e R(x,y) fungoes continuas, para z,y € [0,1], com
A(z) invertivel. Entao, o sistema tem solugao unica.

Demonstragao: Como A(x) é invertivel, podemos reescrever o sistema
A(x)F(z) + /OI R(z,t)F(t)dt = U(x) (5.1.3)
como
F(z) + /Ox Ry(xt)F(t)dt = Uy (x) (5.1.4)

Vamos definir o operado T, (F) : C[0,1] — C0,1], dado por:

Tu(F)(z) = Ui (z) — /O "Ryt F(D)dt (5.1.5)

Como C10,1] é um espago de Banach ([I, p. 3]) vamos mostrar que 7' é uma
contragao, para n grande, com a finalidade de aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo de

Banach. Assim,

1T (F)(2) = Tu(G) ()| =

/0 Ri(at)(F() — G(t))dt”

< /0||R1(x7t)||||F(t)—G(t)lldt
< /MHF—GHdt
0
< M|F -G
onde
M= max ||Ri(z,y)|l, |F -G = max ||F(z) - G(2)]

z,y€[0,1] z€[0,1]
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e || Ri(z,y)|| é uma norma matricial.

Note que M nao necessariamente pertence ao intervalo (0,1). Mas,

Hﬁwm»Jﬂ@@H:‘

/O " Ri(w) < /0 Ry(to)(F(2) — G(z))dz) dtH

T t
< / /M2||F—G|]dzdt
0 0

< M2||F—G||/ tdt
0

M2
—|F -G
~IF =Gl

IN

Por inducao chegamos a

T3 (F) () ~ TG @) < | F— .

n
Observe que, para n suficientemente grande, vale a desigualdade — < 1. Logo, T é uma
n!

contragao e, pelo Corolario ([2.3.5)), T;, possui um tunico ponto fixo. Portanto, o sistema

(5.1.1]) possui solugao tnica. O

Observacao 5.1.6 E possivel adaptar a demonstracao do Lema e verificar que o
mesmo € ainda verdadeiro quando supormos que o sistema |5.1.1| é nao linear, ou seja,

que

F(z) + /01‘ Ry(z,t, F(t))dt = Uy (z),

com F(x),U(x) e Ry(x,y, F(y)) funcdes continuas e
|R1(l’,y,’l}) - R(I,y,ll)” < L|U - lU|,

para x,y € [0,1], v,w € R? ¢ L > 0. Note ainda que o mesmo vale se trabalharmos
com um intervalo [a,b], em vez de [0,1]. Na realidade isso se aplica a grande parte deste

trabalho, com os devidos ajustes de notacao.
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5.2 METODO DE RESOLUCAO

A seguir apresentaremos alguns conceitos envolvendo a teoria de espacos de re-

producao que usaremos para encontrar uma aproximacao da solucao da equagao ((5.1.1]).

Lema 5.2.1 Seja r(xz,t) € C([0,1] x [0,1]). Se agr(x,t) € L*0,1], entdo o operador
x

T : W[0,1] — W1[0,1] dado por T(f) = / r(z,t)f(t)dt é limitado.
0
Primeiramente, vamos garantir que 7" esta bem definida, ou seja, que a imagem de
T esta em W1[0,1]. Mas isso segue do fato de

(T(F)) () = r(w2) f(z) + / %m,w ()t

0

ser um elemento de £2[0,1] e da definicao de W1[0,1].
Como K(-,) é um niicleo de reproducao de W[0,1], | K(-.2)|lw = /K (z,x) < V3
e T(f)(0) = 0, podemos concluir que

I, = / (T(f)) () Pda

Assim,

2

1
T(HI? d
T, < / .

i

0
M -
ares|

r(z,z)f(x) + /Ox %T(:U,t)f(t)dt

2

dx

IA

0
M1l -+ 31l |

Ll
2

£, few(o].

IN

I1

onde M = sup,cpo]|r(z,z)|. Seque entdo que 1" é limitado, com

0
T <3|M —
i1 <[+ 2

Lt
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Lema 5.2.2 Seja v : W[0,1] — W4[0,1] um operador linear limitado e v* : W1[0,1] —
W10,1] o seu adjunto. Entao

(0K (2))(y) = (0K () (@), zyeX.

Demonstracao: Como v;. é operador adjunto de v;;, entao:
1] 7

WK1 (), K(2)w = (Ki(hy) oK (2)w, xye X.

Logo, para cada x,y € X, temos que

(v K1 () () =

= (vK(-2))(y)
0

. V11 V12 . . . ,

Lema 5.2.3 Seja V = , como na equagao (5.1.4). Entao seu adjunto é da
V21 V22
N Vi U . .

forma V* = , onde vy; € o adjunto de vj;.

U1y Uy

Demonstracao: Sejam F' € W|[0,1] @ W|[0,1] e G € W;]0,1] @ W;]0,1]. Entao

(VF,G) _ < V11 V12

V21 V22

B < vifi1 + viafo
Vo1 f1 + Vo fo
= <U11f1,91>w1 1712f2,91>w1 021f1,92> <022f2,92>W1

(frviign)w + (fa,v391) w + (f1,05.92)w + (f2,05292) w

De onde temos que,
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vl g, + vs
<VF,G> _ < fi ’ 1191 2192 >
fa V1201 + V3902
B < fi v v\ [ @ >
fo Uiy Vg g2
= (FV*G)

O

Teorema 5.2.4 Sejam v;; como na equagao e {z;};2, um conjunto denso no
intervalo [0,1]. Se essa equagdo possuir solugdo tunica, entdo {wij}gcfol’?) ¢ linearmente

independente em W10,1] & W0,1], onde

() = (v K (-,2)) () ¢ Gols) = (91 K (2)) (2:)
(012K (+,2)) (25) (022K (-,2)) ()

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que {ww}gfff)) seja linearmente dependente.

2 h
Ou seja, E E cijYi; = 0 sem que todos os escalares ¢;; sejam nulos. Dessa forma, seja
j=1 i=1

F e WI0,1] @ WJ0,1]. Note que:

h

ZCilKl(',xi) ZCﬂKl('Ji)
<VF, il > = <F,V* e >

ZcizKl(',xi)

i=1
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Segue do Lema ((5.2.2) e da nossa hipétese que

<VF,

Como V é injetivo e sobrejetivo e F' é um elemento qualquer de W0,1] & W{0,1],

e KK (5 @s) > h
> = <F’ZZCU¢U>:O

j=1 i=1

=114+

cinli (-, x;)
1

(2

podemos escolhé-lo de tal forma que

M-

@
I
—

cn Ko (-, x;)
VF =
Ci2K1<'7 xz)

M-

@
I
—

o que garante que VF = F' = 0.
Para concluir a demonstragao, vamos definir a fun¢ao uy € W;[0,1] de tal forma
que:

) T = Ty

0, r=z,1Fki=1---h.

h
Pela propriedade de reproducao, podemos escrever ci; = <uk,Zcin1(-,xi)> =0, e
i=1

segue que ci; = 0. Isso é uma contradi¢ao, pois temos como suposi¢ao que os escalares

h,2)
1,1)

W[0,1] @ W0,1]. 0

¢;; nao sao todos nulos. Assim, concluimos que {@/JU}E é linearmente independente em

Teorema 5.2.5 Seja {z;}2, um conjunto denso no intervalo [0,1]. O completamento do

espaco gerado pelo conjunto {1&2]}5??)) ¢ WI0,1] @ WI0,1], onde t;; i =1,2,--- , j =1,2
¢ dado por:
(11 K1 (52)) (1) (va1 K1 (+52)) (1)
Yir(x) = ) Vin(7) =
(vi2 K1 (@) (23) (V22 K1 () ) (7)

Demonstracao: No teorema ([5.2.4]) vimos que {;;}

E?f)) é linearmente independente em

W10,1] @ W[0,1]. Queremos mostrar que esse conjunto é denso em W10,1] @ W|0,1]. Dessa
forma, se F(z) = (fi(z),f2(x))" € W[0,1] & W[0,1], é tal que (F(x);;(z)) = 0, para
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1 =12,--- e j = 1,2., basta concluimos que F = 0, este resultado refere-se ao teorema

2.1.15] Usando o Lema [5.2.2| podemos escrever:

Por outro lado,

(Fabi)

< fi v K (-,25) >
fo )\ vK(a)

(froonK (i) + (fouK(-21))

<f17 [UilKl("xi)D + <f27 [UIZKl('vxi>]>

v fi(@;) + via fa(x)

(Fibi)
< fi va1 K (-, 2;) >

2 7 Vo Iy (+,4)
(frv2l K (20)) + (fa(@) 022K (,24))

<f1> [USIK(w‘TZ)D + <f2’ [’U;}K(,:L‘JD

Va1 f1(2:) + vz fo(x;)

Da densidade de {z;} e da unicidade de solugdo da equacao (5.1.2]) temos a

validade das igualdades anteriores apenas quando (fi(z),f2(x)) = (0,0). Isso garante que

o completamento do conjunto gerado por {¢;1(x), ¥ia(x)}2, é WI0,1] & WI0,1].

O

Como o completamento do conjunto gerado por {v;;(z),win(x)}2, é WI[0,1] &

W10,1], podemos usar o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para obter uma

base ortogonal de W[0,1] & W0,1] (veja o Teorema [2.1.21)). Para isso, vamos reclassificar

a sequéncia {1y (z),i2(x)}:2, da seguinte forma:
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Aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt:

A = A
/ <A2>A/1> /
= A, — A
A = AT
k—1
<Ak7Al‘>
/ — A _ —jA/
M= A 2

Assim, obtemos {A],A5,A5, -}, que pelos resultados anteriores é uma base or-
togonal de W10,1] & W{0,1]. Logo, conforme feito na Segao (2.1.1]), todo elemento w €
W10,1] @ W10,1] pode ser escrito como

Em seguida, dividindo cada vetor pela sua norma, obtemos uma base ortonormal.

Seja B = {A;,A5,A3---} tal base, dada por:

Aj(x) =) BuAp(z), i=12-- (5.2.1)
k=1

Teorema 5.2.6 Se {z;};°, € denso no intervalo [0,1], entao a unica solugdo da equagdo

¢ dada por:

F(r) = Z (Z Bm%) Ay(x) (5.2.2)

=1 k=1
Onde
uy(Trs), k € impar
ap = (FA) = :
uz(:v%), k € par.

Demonstragao: Suponhamos que F'(z) seja a solugao da equagao (5.1.1)). Vimos que
B = {A},A,A3---} é uma base ortonormal de W[0,1] © WJ[0,1], onde A(z) é conforme
a equagao (5.2.1)). Assim, Pela Identidade de Parserval (veja o Teorema [2.1.20)), podemos

escrever:
00

F(a) =Y (FA)A().

i=1
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Agora, note que:

(FA) = <FaZﬁikAk>
k=1
= > Bu(F.A)
k=1
= Zﬁikak
k=1

Assim,

% 4
(FA) = Z ﬁilﬂhkfl(x%) + Z ﬁikv2kf2(x§)
k=1k é impar k=1k é par
i
= Z Binur (7 ) + Z Bixua(x g
k=1k é impar k=1k é par

O
O resultado seguinte segue da propriedade de reprodugao de W10,1], mas faremos

aqui uma outra demonstracao.

Teorema 5.2.7 Dada uma fungao absolutamente continua u(xz) € W10,1], temos que:
Ju(z)] < 3|u]l.

Demonstracao: Seja u(z) € W[0,1], logo u'(z) é absolutamente continua e u”(x) €

£2[0,1]. Assim, podemos escrever:

u'(z) =u'(0) + /Ol‘ u"(s)ds.

Integrando ambos os lados da equacao, obtemos:

/:u’(s)ds _ / ds+// s)dsdt
w(z) —ul0) = z(0)+ / / W(s)dsdt
u(z) = )+ au'( // s)dsdt.



Dessa forma,

)+ 2 ( // 7 dsdt’
()] + 2l (0 \+'// syisd]

Agora, analisando cada termo separadamente, note que:

IN

u(0)] = Vu*(0) < \/UQ(O) + (w(0))? + /01(U”(w))2d1‘ = [lullw

[0/ (0)] = V/(w(0))* < \/u2(0) + (uw(0))? +/0 (u"(2))?dz = [|ullw

/Oz/otu”(s)dsdt' < /01 1dt/01 W (s)|ds
_ /01|u”(5)|.1d5
/ ()2

IN

IN

\/ 2(0)+ (@O + [ @)l
= lullw-
Portanto, |u(z)| < 3||ul|.

Teorema 5.2.8 A série dada por

Z (Z ﬁzk“k) = (fin(x),fon(2))"

=1

converge uniformemente para a solug¢ao exata

F(z) = (fi(@), fal2))".
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Demonstragao: Segue da Desigualdade de Bessel e da Identidade de Parseval (veja os

teoremas [2.1.18 e [2.1.20)) que ||F, — F||* \ 0, ou seja, a sequéncia converge para 0 de
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forma nao crescente, quando n — co. Observe que:

2
1Ey = FIP = > llfi = fillP 0.
i=1
Usando o teorema anterior, obtemos:

[fin(2) = fil@)] < V3|l fin = fil-

Dessa forma, f;,(x) converge uniformemente para f;(z). Assim, F,(z) converge

uniformemente para F(z) no intervalo [0,1]. O
Corolario 5.2.9 A sequéncia dada por ||F, — F|| € nao crescente.

Demonstragao: Isso segue diretamente da Desigualdade de Bessel (2.1.18]) e da Identi-
dade de Parseval ([2.1.20)), j& que:

2

[ FH2 - Z Zﬁz‘kak
i=n+1 | k=1

5.3 GENERALIZACAO DO METODO

Nesta secao faremos um estudo da adaptacao do que discutimos até o momento
para tratar de problemas mais gerais. Como exemplo, queremos tratar de adaptar o
método da secao anterior para aproximar solucoes de sistemas nao lineares de Volterra da

forma

A(2)F(z) + /0 " RH)GF))dt = Ulw), (5.3.1)

uma vez que é esse tipo de equacao que aparece frequentemente em problemas de
modelagem de fenémenos biologicos ([19]).
Pretendemos olhar para um caso ainda mais geral, onde estamos interessados em

resolver o sistema de equagoes nao lineares de Fredholm-Volterra (veja por exemplo [1§]
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que trata de apenas uma equagao), dado por

U(x) = A(2)F'(z)+ B(2)G(z)N(z,F(z)) + C(z) /O Ri(2,4)Gy(F(1))dt

+D(x) /Ox Ro(x,t)Go(F(t))dt. (5.3.2)

Para resolvermos os sistemas ([5.3.1)) e ((5.3.2]) vamos denotar esses sistemas por
V(F)(z) = N(z,F(x)), (5.3.3)

onde V : H; — Hs ¢é linear.

Note que o sistema ([5.3.1)) pode ser escrito como

V(F)(z) = A(z)F(z) = N(z, F(z)), N(z,F(z))=U(z) - /0 "R )G (@)L,

Como feito anteriormente, vamos supor que as equacgoes (5.3.1)) e (5.3.2)), ou de

forma mais geral a equacao (5.3.3)), possuem solugao unica (veja a Observagao |5.1.6|). Por

simplicidade de notacao, consideramos os sistemas 2 x 2, onde:

V11 V12

V= : W0,1] @ W[0,1] — W,[0,1] @ W4[0,1],

V21 V22

com v;; : W[0,1] — W1[0,1] linear,

Ulz) = UIEI; € WL[0,1] @ WA 0,1],
Fa) = [ cwpaewo
fo(z)

Exemplo 5.3.1 Considere o sistema de equagoes nao lineares de Volterra:

( 3 4 5

(z+1)fi(z) — /Ox(ﬂr2 —t)(f1(t))*dt — /Ox(:c2 — t)cos(fo(t))dt = x + % + % - %

- [ hOPa s @ - D) - [ ety = - -5

\
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para x € [0,1].

Nesse sistema temos

0 e"+4) \ fol2)
m$2—t fi(t)%dt + — t)cos dt+x+x—3—|—x—4—x—5
Nor / @ =) | = eostate) A
[ ropa =+ op + [ et e -5 -2

seque da observagdo [5.1.0) que esta equagdo possui solugao inica.

Exemplo 5.3.2 Para terminar a se¢ao apresentamos um sistema de equacgoes integro-
diferenciais nao lineares de Fredholm-Volterra (adaptado do artigo [18]). Para x € [0;1],

0 sistema

( 1 x 4
A+ hl) = [ Ha@ra s [ahon =G+t

fi(@) + 2 fol))? — / (2 + (1 + (folt))?)dt — / " reos(folt))dt = —zsen(z)
+z* — 4; + Z ’

tem solucao

Fo)= "
Nesse sistema temos
V) (2) = fi(@) + fi(z)
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1 x xG
411/0 t(f1(t))3dt — ;/O z(f1(t))dt + o z? 4 2x — 3%
N(z,F(x)) = 1 z
—alfa@)? + [ o+ O+ (ROP+ [ acos(ha(t)at-
—zsen(z) + 2 — 4; + %

5.3.1 Meétodo de resolugao: extensao para o caso geral

A seguir vamos adaptar o método envolvendo a teoria de espacos de reproducao,
que usamos para encontrar uma aproximacao da solucao da Equacao , para aproxi-
mar a solucao da Equacao (5.3.3]). Em particular, podemos aproximar a solucao de
e (5.3.2)).

Observacao 5.3.3 Note que os lemas[5.2.9 e e os teoremas[5.2.4], [5.2.5 e[5.2.8 e
o coroldrio continuam vdlidos para as equagoes (5.3.1) e (5.3.2), jd que estamos su-

pondo a unicidade de solugao. O teorema[5.2.0 precisa apenas de um ajuste no enunciado,

que faremos a sequir, mas tem demonstracao andloga.

Teorema 5.3.4 Se {x;}:2, € denso em [0,1], entdo a unica solu¢io da equagdo é

dada por:

F(r) = Z (Z ﬁm%) Ay() (5.3.4)

Onde

N, (:UQ,F(MH)) ) k € impar

N» (mg,F(mg)) , k € par.

Demonstragao: Suponhamos que F'(z) seja a solugao da equagao ((5.3.3)). Vimos que
B = {A;, Ay,---} é uma base ortonormal de W[0,1] © W/0,1], onde A(z) é conforme a
equagao ([5.2.1). Assim, pela identidade de Parseval (Veja o teorema [2.1.20]), podemos

escrever
oo

Fe) = Y (F A) A (x).

=1

Agora, note que:
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(F,E) = <F> Z 5ikAk>
k=1

= > B (FA)

k=1

T
= Z @'koék
k=1
i

= Z ﬁikvlkfl(x%) + Z ﬂikUQka(xg)

k=1,k é impar k=1k é par
A 7
= Z ﬁikN1($%aF($%))+ Z /BikN2($gaF($g))
k=1,k é impar k=1k é par

5.3.2 Método iterativo para o caso nao linear

Observamos que o teorema nos da uma forma direta de obter uma solucao
para a equacao , para o caso em que N(z, F(z)) = U(x), ou seja, quando N nao
depende de F', que é o caso em que a equagao em questao é linear. Essa aproximacao é
dada por

com convergéncia uniforme para a solu¢do exata F'(x), como no teorema com ay

dado pelo teorema [5.3.4] e o coroldrio [5.2.9] O problema que vamos discutir nessa segao
final é o caso em que N depende de F. Neste caso, vamos utilizar um método iterativo
para obter uma boa aproximacao de «y, e obter assim uma boa aproximacao de F,(z) e
por sua vez de F'(x). De acordo com o teorema , a representacao da solucao de

pode ser denotada por

F(z) = Z CiA;(x),
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i
onde C; = 5 Birag. De fato, ay é desconhecido e nés aproximaremos C; usando uma
k=1

fungdo conhecida B;. Definiremos inicialmente Fy(x1) = 0 e os préximos termos de F,

serao dados por:
F,(x) =) BiA;.
i=1

onde os coeficientes B; sao dados por

B, = BnN(CCl,Fo(xl))
Fl(x) = BlA—l(x)v

2
By, = Z BorN (wk, Fr—1 (1)),
=1

. n—1
Fn_l(l’) - Z Bzz(x)a
i=1
Bn = Z/BnkN(xk7Fk*1<xk))
k=1

Podemos obter uma aproximagao de F(z) truncando a série obtida por esse método

iterativo. Dessa forma, a aproximagao é dada por

Fl(z) = ZZﬁikN(ﬂﬂk,Fnﬂ(%k))E(l’)- (5.3.5)

i=1 k=1

A seguir, provaremos que F,(z) conforme obtido no método iterativo converge para a

solugao exata F'(x).

Teorema 5.3.5 Seja N(x,u) continua para x € [0,1] e u € (—o00,+00). Se | F,.(z) —

F(z)|| = 0 quando x, — y e n — oo entdo
N(xnaFn—l(xn)) — N(QT,F(ZE))

Demonstragao: Note que f,_1(x,) = f(y). De fato,
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[frn1(@n) = FW)l = [faa(@n) = far(y) + faaa(y) — F(y)]

| fam1(@n) = fam1 ()] + [ fa1(y) — f()]

< (fo, K(mn) = K(Cy)) + [ fa-a(y) — F()]
< N faalllKCan) = KCy)l + [faa(y) = F(y)]

IN

Pela simetria do nicleo K temos que || K (-,x,) — K(-,y)|| — 0. Portanto, podemos

concluir que | f,_1(z,) — f(y)| = 0, ou seja, fn_1(x,) — f(y).

Pela continuidade da fungao N podemos concluir o desejado. U

Teorema 5.3.6 Da maneira que foi definido em ((5.3.5)) temos que {F,}2, € ndo decres-

cente.

Demonstragao: Observe que
IE P = > (B, A P
i=1
= Y BI{A, AP
i=1

= > BIAIP
1=1

Dessa forma, ||F},|| é ndo decrescente. O

Teorema 5.3.7 Nas mesmas condi¢coes anteriores V(F,)(z;) = N(x;,Fj_1(z;)), j < n.

Além disso, V(F,)(x;) = V(F)(x;), j < n.

Demonstracgao: Se j < n entao

=1

V(E)(z;) =V <ZBE> ()

= Y BV(A)(x))

=1



Assim,

Ou seja,

Multiplicando a igualdade acima por f3j; e usando a ortogonalidade de A, , temos que

J

D BaV(FE) (@) = ) B Z Bi(4i, A;)

= ZBi<E’ZBJZAl>
=1 =1

_ ;1 =1
J

= > BN (z,Fio(w)).
=1

Se j =1, entao

V(Fo)(@1) = N(z1,Fo(21)).

Se j = 2, entao

V(F)(x2) = BarN(x1,Fo(x1)) + PoolN (w2, F1(22))
= BV (F)(21) + BV (F,)(x2).

Ou seja, comparando com o caso j = 1, temos

V(F,)(72) = N(x9,F1(72)).

96
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Prosseguindo com esse raciocinio podemos concluir que
VI(E)(z;) = N(zj, Fi1(z)).

O

o0

Teorema 5.3.8 Suponha que {F,,} seja limitada. Se {x;}2, € denso em [0,1] entao F,(x)

converge para a solu¢ao exata F(x).

Demonstragao: Observe que F,(x) converge, pois
Fogi(x) = Fo(x) + Bpy1Apga ()

Dessa forma,

1Ewiall® = Full® + (Buyr)®
= ”Fn—lH2 + (Bn)2 + (Bn—i-l)z

n+1

= Bl + > (B)*
i=1

Pelo teorema |5.3.6, e como {F,} limitada segue que {F,} é convergente. Assim,

existe uma constante c tal que Z<Bi)2 = c¢. Segue que
i=1

B; = ZﬁikN(l'k,kal(.Tk)) clRi=12
=1

Seja m > n, temos que (F,, — Fj,_1) L (Fpuo1 — Frpo) L -+ L (Fyq1 — F,). Em

consequéncia, temos que

HFm_FnH2 = HFm_mel—i_mel_"'+Fn+1_FnH2

= |[Fn = Fall* + - + 1o — B
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Note que || F,, — Fpn_1]|* = (Bm)?, assim podemos escrever
m
1Fm = Full* = ) (B)™.
i=n+1
m
E ainda, Z (B;)* — 0 quando m,n — oo. Dessa forma, como W/[0,1] é um espaco
i=n+1

completo, existe F'(x) € W[0,1] tal que F,(x) — F(x). Agora, nos resta mostrar que
F(z) é a solugao de ((5.3.2)).

Por hipétese, {z;} ¢ denso em [0,1]. Entao, existe uma subsequéncia {z,,} tal que
Tn; — 2. Usando o teorema ( podemos concluir que V (F)(2,,) = N (2, ,Fn;-1(2n;)).
Entéo, fazendo j — oo e usando o teorema [5.3.5] temos que V(F)(z) = N(z,F(z)).

Portanto, F,,(x) converge para a solugao F(x). O

Teorema 5.3.9 Seja r,(z) a diferenca entre a solu¢ao aproximada F,(x) e a solugdo

exata F(x). Entao r,(x) é ndo crescente.

Demonstracao: Note que

Il = (1 = F?
- Y (AR
1=n+1
= > (B4 A
i=n-+1
= > PN
i=n-+1
= > (B)
1=n+1
Por outro lado,
raall® = Fr = FIP?



Segue que,

i=n
9

= > (BPIA°

=n

Dessa forma,

Irall® < flrnal®

Consequentemente, 7,(x) é nao crescente.

99
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6 Conclusao

As equacoes diferenciais e integrais modelam diversos fenomenos fisicos e biolégicos.
Logo a resolucao de tais equagoes torna-se necessaria para diversos estudos e pesquisas.
Os métodos tradicionais de resolucao de equagoes nao abrangem sua totalidade. Como
alternativa, temos o estudo qualitativo das solugoes, porém apenas o comportamento das
solugoes é estudado neste caso e sua forma analitica é desconhecida. Neste trabalho,
a solucao analitica de equacoes integrais de Volterra foi encontrada através da teoria
de ntcleos positivos definidos e espacos de reproducao. Em um primeiro momento,
abordamos apenas equacoes lineares e entao expandimos o conhecimento adquirido para
equacoes nao lineares. Embora tenhamos ficado na parte tedrica em um primeiro momento,
de acordo com [3], a aproximagao das solugoes de equagoes integrais obtidas com a teoria
de espagos de Hilbert de reproducao e nicleos positivos definidos tem uma precisao maior
do que a aproximagao obtida com outros métodos. Além disso, sua programacao é mais
simples do que as de outros métodos. Assim, a teoria de espacos de Hilbert de reproducao
é de grande valia na resolucao de equagoes diferenciais e integrais, visto que fornece uma
aproximacao satisfatoria e de facil programacao. Entendemos porém que esse método de
resolucao de equacgoes é bastante recente e, por isso, ainda pode contribuir muito para o
entendimento e resolucao de diversos problemas conhecidos e por surgir. Mesmo assim, a
gama de resultados e problemas que estao relacionados a espacos de reproducao ¢ muito
ampla e é necessario mais tempo que o de um mestrado para poder visualizar bem toda
a extensao dessa area, que inclui aspectos tedricos, de computacao e aplicagoes, que estao
intimamente ligados (veja [12], por exemplo).

Dessa forma, dentre as possibilidades que surgiram para este trabalho, simulacao
numérica e estudos tedricos de equacoes nao lineares, optamos pela segunda opcao. Ou
seja, continuar com os estudos tedricos, fazendo entao o estudo de métodos adaptados para
tratar de equagoes nao lineares, seguindo por exemplo o trabalho [18]. Isso é importante
pelo ponto de vista de possiveis aplicagoes e problemas reais, como em modelos Fisicos e
Bioldgicos que sao dados por equagoes nao lineares (veja um modelo de epidemia tratado

em [19]).
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