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RESUMO

A bovinocultura é um dos principais ramos do agronegocio brasileiro ocupando a lide-
ranca nesse setor desde 2004. Como qualquer outro segmento, a pecudria também sofre
prejuizos financeiros, ja que os bovinos podem ser acometidos por varias enfermidades,
como: Febre Aftosa, Brucelose, Tristeza Parasitdaria Bovina (TPB), sendo esta a mais
comum. A Babesiose Bovina pertence ao complexo de enfermidade denominada Tristeza
Parasitdria Bovina (TPB). E causada pelo protozodrio Babesia e é transmitida pela pi-
cada de carrapatos R. Microplus, como o vetor de bovinos. Uma analise da dinamica
da doenca se faz necessaria para gerar programas e politicas de prevencao e controle da
doenca. Para avancar neste sentido, estudamos um modelo matematico, encontrado na
literatura, para a doenca da Babesiose. Esse modelo baseia-se na estratégia de modelos
compartimentados, onde a interacao entre as populagoes de bovinos e carrapatos sao con-
sideradas no processo de modelagem. O resultado é um sistema de equagoes diferenciais
nao-linear que descreve a dinamica da transmissao da doenca da Babesiose. A proposta
principal do trabalho foi escrever um novo modelo que generaliza o modelo anterior para
a Babesiose usando derivadas de ordem nao inteira de Caputo. O foco principal foi o
estudo da estabilidade local e global dos pontos de equilibrio livre da doenca e pontos de
equilibrio endémico para esse novo modelo.

Palavras-chave: Epidemiologia. Modelagem matemética. Calculo Fracionéario.



ABSTRACT

The bovine culture is one of the main branches of Brazilian agribusiness taking up the
lead in this sector since 2004. As any other segment, livestock also suffers losses financial,
since the bovines may be affected by various diseases such as: FMD, Brucellosis, Sadness
Parasitary Bovine (TPB), this being the most frequent. The Bovine Babesiosis belongs
to the disease complex known Bovine Parasitary Sadness (TPB). It is caused by the
protozoan Babesia and is transmitted by tick bites R. Microplus as a vector of bovines. the
principal symptoms are fever, diarrhea, anemia, weakness, and abortions. An additional
analysis is necessary to generate new programs and policies for prevention and control of
disease. To advance this sense, we study a mathematical model, found in the literature,
for Babesiosis disease. This model is based on the in strategy compartmented models,
where the interaction between the populations bovines and ticks are considered in the
modeling process. The result is a system of nonlinear differential equations that describes
the dynamic of the transmission of the disease Babesiosis. The main purpose of work was
to write a new model that generalizes the model previous to Babesiosis using derived from
non-integer order of Caputo. The main focus was the study of local and global stability
of equilibrium points Free disease and Endemic equilibrium points to the new model.

Key-words: Epidemiology. Mathematical modeling. Fractional Calculus.
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INTRODUCAO

A pecuaria brasileira é um setor em ascensao no comércio internacional, especialmente
o ramo bovino. No Brasil o rebanho comercial é composto por cerca de 200 milhoes de
cabegas, segundo o Ministério da Agricultura e Pecudria [1], o que faz com que dois
segmentos sejam altamente lucrativos: a produgao de carne e de leite. Estima-se que o
valor bruto da producao de ambos seja de aproximadamente R$ 67 bilhoes anuais.

A criacao de bovinos é favorecida pelo clima tropical e pela extensao territorial do pafis,
mas como qualquer outro segmento também sofre prejuizos, ja que os animais podem ser
acometidos por varias enfermidades, como: Febre Aftosa, Brucelose, Mastite, Tristeza
Parasitdria Bovina (TPB), sendo esta a mais comum.

A Tristeza Parasitaria Bovina é composta por duas enfermidades distintas, Babesiose
e Anaplasmose. A Babesiose é transmitida pela picada de um carrapto. Recentemente
[2], estimou que os prejuizos atribuidos ao carrapato situam-se préximo a oito délares por
bovino no ano, podendo dessa forma ultrapassar um bilhao de délares anuais.

Neste trabalho, estudamos a dinamica da transmissao da Babesiose em bovinos uti-
lizando um modelo compartimentado proposto por [3]. Esse modelo inclui as classes de
suscetivel, infectado e controlado para os bovinos e suscetivel, infectado para os carra-
patos. Além disso, a proposta principal do trabalho foi escrever o modelo descrito por
[3] usando derivadas de ordem nao inteiras e fazer o estudo da estabilidade do modelo
fracionario.

O célculo fraciondrio tem sua origem em 30 de Setembro de 1695, em uma carta
escrita por L’Hospital ao seu amigo Leibniz [4], na qual o significado de uma derivada de
ordem meio é proposto e discutido. A partir dai, varios outros matematicos deram sua
contribuicao para o desenvolvimento dessa teoria, como Laplace, Lacroix, Fourier, entre
outros.

Em 1823, Abel foi o primeiro a encontrar uma aplicacao para o calculo de ordem
nao inteira. Por meio do cdlculo fraciondario resolveu o problema da tautocrona, ou seja,
determinou a curva tal que o tempo de descida de um corpo abandonado sobre ela e
sujeito a acao da gravidade seja o mesmo independentemente do ponto onde este seja
abandonado. Para solucioné-lo nao usou diretamente o célculo fracionario, mas mostrou
que era possivel escrever a solugdo em termos de derivadas fracionarias [48]. Em 1969,
Caputo propos uma nova definicao para a derivada de ordem nao inteira que aplicou a
problemas de viscoelasticidades e sismologia [50].

A utilizagao de conceitos e técnicas do Célculo Fracionario tem possibilitado impor-

tantes resultados em véarias dreas do conhecimento [5, 56, 40, 43]. Além disso é uma
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ferramenta importante para refinar a descricao de fenomenos naturais, em particular
aqueles que possuem dependéncia temporal. Assim como a resolucao de uma equacao
diferencial ordinaria com coeficientes constantes tem sua solucao dada, em varios casos,
em termos da funcao exponencial, uma equacao diferencial de ordem nao inteira tem, em
muitos casos, sua solu¢ao dada em termos de fungoes de Mittag-Leffer [47], dal surge a
importancia em se estudar tais fungoes. Com isso, ao entender a forma que a funcao
de Mittag-Leffer generaliza a funcao exponencial estamos, de certa forma, entendendo o
porqué de, em alguns casos, uma equacao diferencial de ordem nao-inteira fornecer uma
descricao mais fina de um dado fenomeno do que a respectiva equacao de ordem inteira.
Para mais detalhes sobre aplicacoes veja [45, 59, 60, 61] e as referéncias contidas nesses
trabalhos.

Este trabalho contém 4 capitulos dispostos da seguinte maneira. No Capitulo 1 é
apresentada uma visao geral da doenca da Babesiose Bovina, os meios de transmissao, a
patogenia e algumas medidas de controle da doenga.

No Capitulo 2, inicialmente introduzimos alguns conceitos de teoria qualitativa de
equacoes diferenciais e usando sistemas compartimentados, apresentamos o modelo nao
linear de equagoes diferenciais ordinarias para a Babesiose. Mostramos a estabilidade
local e global dos pontos criticos do modelo. Fizemos algumas simulacoes numeéricas
reproduzindo o que foi feito por [3].

No Capitulo 3 é feito um estudo sobre o cdlculo de ordem nao inteira. Definimos as
funcoes Gama e Beta, introduzimos a transformada de Laplace, formalizamos a definicao
da integral fracionaria, apresentamos técnicas para o seu cédlculo, bem como um exemplo,
formalizamos a definicao de derivada fracionédria segundo Riemann-Lioville e Caputo,
bem como alguns lemas que mostram a relagao entre ambas as derivadas. Para finalizar
introduzimos as fungoes de Mitagg-Leffer e alguns teorema indispensaveis para o estudo
do préximo capitulo.

No Capitulo 4 apresentamos e discutimos o modelo fracionario para a Babesiose. Mos-
tramos a estabilidade local e global dos pontos criticos do modelo fracionario e fizemos

simulagoes numéricas com finalidade de comprovar os resultados tedricos.



Capitulo 1

BABESIOSE BOVINA

Ao longo do tempo, as doencas parasitarias tem sido associadas a historia da huma-
nidade. Diversas culturas antigas como gregos, egipcios e chineses, ja faziam referéncia
a tais enfermidades [7]. Alguns parasitas foram encontrados em fésseis de foraminiferos
(protozoarios) que possuem mais de 530 milhdes de anos [8]. Assim, os parasitas tém
coexistido com a humanidade e as doencas produzidas por eles afetam a satude e a eco-
nomia das regides [9]. Isto pode ser observado especialmente em paises tropicais, onde a
propagacao de doencas entre humanos e animais esté se tornando um problema de saude
publica, com altas taxas de morbidade e mortalidade, decorrentes de péssimas condigoes
sociais e economicas da populagio nesses paises [7].

Algumas doengas parasitarias sao consideradas relevantes devido a dificuldade de con-
trola-las, como a Malaria, Esquistosomose, Leishmaniose, Doenca de Chagas, Toxoplas-
mose, Babesiose Bovina e a Parasitose Intestinal sdo alguns exemplos [10].

A Babesiose bovina pertence ao complexo de enfermidades denominado de Tristeza
Parasitdria Bovina (TPB), a qual pertence, além da Babesiose, a Anaplasmose. Os agentes
causadores sao dois protozodrios (Babesia bovis e Babesia bigemina) e uma rickettsia
(Anaplasma marginale), sendo que a doenga pode ser causada por um, dois ou os trés
agentes juntos [13, 11, 12].

As babesias sao transmitidas aos bovinos tnica e exclusivamente pela picada do car-
rapato R. microplus. Ja o Anaplasma pode ser transmitido nao sé pelo carrapato mas
também por insetos hematdfagos como moscas, mosquitos e mutucas [14]. Devido ao prin-
cipal agente transmissor ser o carrapato, a intensidade de sua presenca no meio ambiente
esta relacionada ao aparecimento e gravidade da doenca.

Para compreender os varios fatores que levam ao surgimento da Tristeza Parasitaria
em um rebanho, deve-se fazer um estudo epidemioldgico para que se conheca o complexo

inter-relacionamento entre os agentes causadores, vetores, meio ambiente e o hospedeiro

13
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[14, 8, 21]. Apds intdmeros estudos considerando cada um destes fatores e suas interagoes,
foi possivel criar um modelo epidemioldgico que descreve a dinamica da doenga [3, 16].

O surto de Tristeza Parasitaria Bovina gera prejuizos elevados, ja que se considera as
perdas por morte, que é de aproximadamente 5% dos animais doentes e as perdas nos
animais sobreviventes, que incluem: perda de peso, queda na producao de leite, abortos
e infertilidade (tempordria ou nao), altos custos com tratamentos e manejos especiais
(2, 23, 14].

Neste trabalho sera feito o estudo somente para a doenca da Babesiose Bovina. Apre-
sentaremos os meios de transmissao, sintomas, patogenia, sinais clinicos, controle. Esse
capitulo é fundamental para o desenvolvimento dos capitulos seguintes, onde introduzire-

mos as hipdteses para o modelo que descreve a doenca.

1.1 Transmissao

A transmissao da Babesia ocorre pela picada do carrapato R. micropolus. As fémeas
do carrapato fixadas na epiderme dos bovinos se ingurgitam de sangue, ingerindo com
ele, certo nimero de parasitos intraglobulares. A figura (1.1) mostra o ciclo parasitario

do carrapato R. Micropolus e foi retirada de [17].

- P orpao
Fonte: PEREIRA; SOUZA; BAFFI. (2010, p. 276)

1. Na fase inicial a larva esta infectando o hospedeiro.
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2. Fémea iniciando o repasto sanguineo;
3. Fémea (teledgina) totalmente ingurgitada;
4. Feéemea no solo, apds desprendimento do animal;

5. Ovoposigao no solo das pastagens; transmissao aos novos carrapatos os parasitos

babesideos.

6. Larvas de carrapato prontas para infectar o hospedeiro.

O ciclo parasitario dura em média 21 dias, podendo aumentar ou diminuir dependendo
da taxa de inoculagao e da sensibilidade do hospedeiro [18].

Parte do ciclo de vida do parasita babesia, inclusive a reproducao sexuada ocorre
no carrapato vetor. No intestino do carrapato os parasitos se transformam em gametas
que se fundem dando origem a merozoitos, que invadem a hemolinfa e iniciam ciclos de
fissao multipla nos diversos orgaos da fémea ingurgitada, inclusive no ovario. Quando
as larvas infectadas comecam a se alimentar nos bovinos, a multiplicacao continua nas
células epiteliais das glandulas salivares, originando os esporozoitos que sao inoculados
pela saliva. Os esporozoitos invadem os eritrécitos e transformam-se em trofozoitos que
por fissao binaria dao origem a dois merozoitos que rompem a célula e invadem outras
[13, 14, 19].

1.2 Patogenia

Para os bovinos a patogenia estd ligada a espécie (B. bovis é mais patogénica que a
B. bigemina), cepa, taxa de inoculagdo, idade, estresse e raga [14].

A partir do momento que o animal se infecta pela Babesia, ocorre uma multiplicacao
dos protozodrios nos vasos periféricos (B. bigemina), ou nos vasos viscerais (B. bovis), o
que provoca a destruicao das hemacias. Quando a multiplicagao do protozoario alcanca
seu pico, ocorre o desenvolvimento de uma hemdlise clinicamente detectavel. A hemélise
resulta em uma anemia grave, ictericia e hemoglobinuria, podendo levar a morte por uma

anoxia anémica [12, 2, 18].
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1.3 Sinais Clinicos

A partir do 8° dia apds a infecgao, comega a aparecer os primeiros sinais clinicos da
enfermidade. Esses sinais caracterizam-se por hipertermia, anemia, fraqueza, depressao,
hemaciacao, elevacao da temperatura até 41°C, pélos arrepiados e ictericia, entre outros
(14, 19].

Além disso, a Babesia bigemina provoca anemia hemolitica progressiva, levando varios
dias para causar a morte do animal, como consequéncia, parte da hemoglobina ultrapassa
o filtro renal ja lesado pela andxia e toxinas. A urina assume coloracao avermelhada, de

forma que a hemoglobintria é caracteristica da babesiose por B. bigemina [14].

1.4 Diagnostico

Conforme [21], o diagndstico da doenga pode ser feito através de observagoes no préprio
animal, verificando se ha alguns sinais clinicos, como ictericia, hemoglobinuria e febre.
Em alguns casos, para a confirmacao da enfermidade, é necessario realizar esfregacos
sanguineos corados pelo método Giemsa, que ajuda na visualizacao de hemécias infectadas
por Babesia [13].

Na fase aguda ou cronica quando ha uma parasitemia baixa, o diagnostico pode ser
feito com pesquisa de anticorpos, utilizando-se provas soroldgicas e imunofluorescéncia

indireta [19].

1.5 Controle

Para fazer o controle ao carrapato é necessario cuidados tanto nas areas onde ocorrem
grandes infestacoes durante todo o ano, quanto em areas com baixa infestacao em algumas
épocas do ano. Em ambas as areas de infestagao, os danos diretos e indiretos produzidos
pelo carrapato assumem grandes proporgoes.

Em funcao do ciclo biolégico, existem duas alternativas para o controle do carrapato:

fora do hospedeiro e sobre o hospedeiro [2].
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1.5.1 Controle do Carrapato fora do hospedeiro

O controle do carrapato fora do bovino pode ser realizado por meio de rotacao de
pastagens, que consiste na retirada dos animais até que todas, ou pelo menos a maioria
das larvas, sejam eliminadas por causas naturais. Um bom descanso seria em torno de 40
dias na primavera/verdo e 60 dias no outono/inverno. Outra alternativa é a queima e a
aplicagao de acaricida nas pastagens. Por causarem grandes danos a fauna e flora, estas
opgoes sao pouco recomendadas [2]. E possivel também realizar a introducao de pastagens
com poder de repeléncia e agao letal ao carrapato, alteracao de microclima, implantacao
de lavoura, uso de agentes bioldgicos, etc.

A rotacao de pastagens e a implantagao de lavoura, apesar de serem utilizadas com
o objetivo de recuperagao ou renovacao de pastagens, é uma pratica que indiretamente

auxilia o controle do carrapato.

1.5.2 Controle do Carrapato sobre o hospedeiro

O controle sobre o hospedeiro pode ser realizado por meio de feromonios, carrapati-
cidas, substancias toxicas, machos e femeas estéreis, mecanismos imunolégicos e agentes
quimicos [2].

A aplicacao dos carrapaticidas ocorre por meio de pulverizacao, imersao, dorsal e
outras formas. Para as propriedades com poucos animais, as pulveriza¢oes manuais sao
mais indicadas, enquanto que os banheiros de imersao e aspersao sao mais viaveis para
aquelas com grande nimero de animais [14, 13].

A tnica forma capaz de retardar por tempo consideravel o surgimento de populagoes
de carrapatos resistentes aos agentes de controle se da pela aplicagao correta dos carrapati-
cidas, quanto a concentracao, dose, época, intervalo, respeitando todas as recomendagoes
técnicas [2, 21, 1.

A aplicagao utilizando processo mecanico ou dorsal ird depender do niimero de animais,
do grau de tecnologia da propriedade, assim como avaliagao do custo/ beneficio.

Em qualquer método de controle empregado é importante respeitar o periodo residual
do produto, ou seja, as aplicacoes devem ser feitas com intervalos de 14 ou 21 dias, para

que o resultado pods aplicacao seja favoravel.
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1.6 Tratamento

O tratamento de animais doentes deve ser feito por meio de medicagao especifica para
a Babesiose, que s@o os derivados da diamidina [21, 23, 22].

Os animais tratados antes do aparecimento de sintomas graves, como alto grau de
anemia e disturbios do sistema nervoso, normalmente se recuperam com o tratamento
especifico.

Para os animais com sintomas graves, é importante o tratamento de suporte que inclui
a soroterapia, protetor hepatico e transfusao de sangue.

Em todos os casos ¢ importante o cuidado de manter os animais calmos, com agua e
comida a sua disposi¢ao, pois esta doenca leva a um quadro de anemia muito grave, que
compromete a oxigenagao dos tecidos e faz com que os animais, se submetidos a estresse
ou movimentos bruscos e de esforco, entrem em choque cardio-respiratorio e tenham morte
subita [2].



Capitulo 2

DINAMICA DA BABESIOSE EM BOVINOS E CARRAPATOS

Nesse capitulo iremos introduzir nogoes, resultados e métodos que permitem discutir as
propriedades qualitativas de solucoes de uma equacao diferencial ordinaria sem conhecer
explicitamente estas solucoes. Este é precisamente o propdsito da teoria qualitativa de
equacoes diferenciais ordindrias. Devido ao fato de que muitos tipos de fenomenos naturais
sao descritos por equacgoes diferenciais, razao pela qual a teoria desempenha um papel
importante em muitas areas do conhecimento, é fundamental obter informagao, mesmo
que apenas qualitativa, acerca do comportamento das solugoes [24, 26, 25].

No inicio desse capitulo, introduzimos alguns resultados basicos da teoria de equacoes
diferenciais ordinarias, designadamente no que diz respeito a existéncia e unicidade de
solugoes. Prosseguimos apresentando o conceito de estabilidade de Lyapunov e o Teorema
de Invariancia de La-Salle, que sao resultados indispenséaveis para o desenvolvimento dessa
secao.

Apos a parte introdutoria, analisamos a dinamica de transmissao da Babesiose em
populacoes de bovinos e de carrapato, onde os carrapatos desempenham o papel de agente
infeccioso e vetor do protozodrio Babesia hemo-parasita [3].

O modelo da Babesiose é construido usando teoria de modelagem através de modelos
compartimentados. A construcao de um modelo compartimentado é a maneira de estudar
o comportamento de doengas em populagdes de um ponto de vista epidemioldgico [16].
Conforme [16] um sistema de compartimentos consiste, essencialmente, de um nimero
finito de subsistemas interligados, chamados de compartimentos, que trocam entre si e
com o meio ambiente, quantidade de concentracao de materiais. Cada compartimento é
definido por suas propriedades fisicas.

Os pioneiros em modelagem de sistemas compartimentados foram Kermack e McKen-
drick. Em 1927 eles propuseram um modelo que subdividia a populacao total N em trés

populagoes distintas, a populacao S que representa os individuos suscetiveis a doenca, a

19
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populacao I que representa os infectados com a doenca e a populagao R que sao os que se
recuperaram da doencga [27]. Eles assumiram o tamanho da populagao fixo, nascimentos
e mortes (natural ou causada pela doenca) sao desconsiderados, o periodo de incubagao
do agente infeccioso é instantaneo e que a populacao é completamente homogénea. Esse
modelo foi proposto para explicar a rapida ascensao e queda no numero de pacientes
infectados observados em epidemias como a peste e a célera [28].

O modelo Kermack-McKendrick foi publicado na forma de artigo e citado intimeras
vezes [27]. Hoje algumas versoes mais complexas do modelo Kermack-McKendrick que
refletem melhor a biologia real de uma determinada doenca sao freqiientemente utilizados
pelos estudiosos.

Para o modelo da Babesia, nos estagios iniciais, o sistema é composto por cinco
equacoes diferenciais ordinarias, o que explica a influéncia dos parametros epidemiolégicos
considerados na evolugao da doenga [3]. Uma vez que o modelo é indicado, s@o calculados
os pontos de equilibrio endémico e livre da doencga e é apresentada a razao de reproducao
bésica Ry, [29]. Em seguida, provaremos que a existéncia do ponto de equilibrio endémico
depende do valor de limiar do parametro (Ry) e mostraremos que este mesmo parametro
determina a estabilidade local e global do ponto de equilibrio livre da doenca e do ponto
de equilibrio endémico. Para mais detalhes sobre estabilidade local e global veja [24, 30].

A razao de reproducao basica é um conceito extremamente importante na epidemio-

logia e hd sobre ela uma abundante literatura [29, 38, 31].

2.1 Teoria Qualitativa de Equacoes Diferenciais Or-

dinarias

Nesta secao, apresentaremos os resultados matematicos indispensaveis ao desenvolvi-
mento desse capitulo. Informagoes adicionais podem ser vistas em [24, 30, 35, 39].
Seja D C R™! um conjunto aberto e seja f : D — R™ uma funcao continua em D.

Uma relacao da forma
() = f(t, z(t)),

¢ chamada uma equacao diferencial ordinaria. Uma fungao vetorial z : I — R", definida

em algum intervalo I C R tal que

(t,z(t)) € D,
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para todo t € I e que satisfaz
2(t) = f(t, (1)),

em [ é chamada uma solucao de 2'(t) = f(t,z(t)) em I.
Quando n = 1, a equacao diferencial 2'(t) = f(¢,z(t)) é dita escalar. Para um n > 1
qualquer, a equagao diferencial 2'(t) = f(t,z(t)) é, na verdade, um sistema de equagoes

diferenciais escalares, pois se, z(t) = (z1(t),...,x,(t)), vemos que

f(t7x<t>> = (fl(taxl(t)v U 7xn<t))7 U 7fn(t7'r1(t)7"' 7xn(t))7

deste fato temos,

x/l(t> = fl(ta xl(t)’ s 7xn(t))a
: (2.1)

2 () = fult, 21 (2), .., 2n(t)).

Dado (tg,z0) € D, uma fungao x : I — R™ definida em algum intervalo I C R que
contém to tal que 2/(t) = f(t,z(t)) e xz(tg) = zo é chamada uma solugdo do problema
de valor inical (P.V.I) e (t,z9) é denominado dado inicial. Este problema também é

conhecido como problema de Cauchy.

Definicao 2.1.1 Uma funcao f : D — R™ definida num aberto D C R ¢ dita lo-
calmente Lipschitz em relagcao a sequnda variavel se para cada vizinhanga U C D existe

L > 0 tal que

1f () = FE )l < Lilz =yl (2.2)

para quaisquer (t,x), (t,y) € U.

Teorema 2.1.1 [30] Suponha que a funcio f : D C R*"" — R™ seja continua e local-
mente Lipschitz. Entdo, dado (to, x¢) € D, existe uma unica solu¢ioy = ¢(t), ¢ : I — R",
to € I satisfazendo

p(t) = ft (), (2:3)
z(ty) = xo. (2.4)

Defini¢ao 2.1.2 Uma solug¢ao x : I — R™ de (2.3)-(2.4) chama-se mdazima, se para toda
solugiaoy : I, — R™ tal que I C I, ex(t) = y(t) parat € I entdo I = I, consequentemente

x(t) = y(t). Neste caso I, chama-se intervalo mazimal.
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Proposicao 2.1.1 [30] Seja f: D — R™ continua e localmente Lipschitziana em relagdo
a seqgunda varidvel. Entao, dado (ty,x9) € D, existe uma tunica solu¢do mazimal x =
o(t, to, xo) satisfazendo (2.3)-(2.4).

Proposigao 2.1.2 [30] Suponha que f : D C R™™ — R™ seja continua e Lipschiziana.
Dado (to,z9) € D, entdo existe uma unica solugao do sistema x' = f(t,z) passando por

(to, o) que pode ser prolongada até o grdfico encontrar a fronteira de D.

Se x(t), A(t) e F(t) denotam, respectivamente, as matrizes

z1(t) an(t) a(t) -+ an(t) fi(t)
R R IO e e O R R
a(t) al) aalt) ) ult)

entao o sistema de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem

dmo;t(t) = an(t)z1(t) + ara(t)z2(t) + ... 4 arn(t)zn(t) + f1(1),
dxjt(t) = a9 (£)z1(t) + aza(t)2(t) 4 ... 4 agn(t)zn(t) + f2(1),
—dx;t(t) = a1 ()1 (1) + an(DTa(t) + .+ @un(Da(t) + fult),

pode ser escrito na forma matricial

dx(t)
dt

= A(t)x + F(t). (2.5)

Quando F'(t) = 0 para todo t € I, o sistema

= A(t)x (2.6)

¢ dito homogéneo. Asequagoes (2.5) e (2.6) também se escrevem como z'(t) = A(t)z + F(t)

e 2/(t) = A(t)x, respectivamente.

Proposicao 2.1.3 [30] Sejam A(t), b(t) matrizes n xn, nx 1 respectivamente de fun¢oes

continuas num intervalo I. Para todo (to,zo) € I x R" existe uma tunica solugio de

(L’(to) = i)

{:c’(t) = A(t)z +b(t),

definidos em I.
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Em seguida vamos enunciar resultados que explicam o comportamento geométrico das
solugoes de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares autonomo, isto é,
quando a funcao f ao lado direito da equacao abaixo nao depende de t. A dinamica local

das solugoes do sistema

'(t) = f(z(t)) (2.7)

é determinada pelos seus pontos de equilibrio e pela Linearizacao da funcao f em torno
dos pontos de equilibrio. Com efeito, veremos que o problema nao linear se comporta de

forma semelhante a um sistema linear da forma
2 (t) = Ax(t), (2.8)
em uma vizinhanc¢a do ponto de equilibrio.

Defini¢ao 2.1.3 Uma solugdo mazimal do sistema (2.7) de forma que x(0) = xy € dita

uma trajetoria de f passando por xg.

Definicao 2.1.4 Um ponto xq € R™ € chamado ponto de equilibrio ou ponto critico de
(2.7) se f(xo) = 0. Um ponto de equilibrio xy é dito ponto de equilibrio Hiperbélico de

(2.7) se nenhum dos autovalores da matriz D f(xq) tem parte real igual a zero.

Definicao 2.1.5 Seja f : D C R™ — R". Para cada para (t,x) tal que t € I(x) (intervalo
mazimal da solugao de (2.7) passando por x € R"), definimos p(t,x) = pi(x) = x(t),
em que x : I(x) — D é a trajetoria de (2.7) passando por x. Desta forma podemos
definir uma aplicacao ¢ : I(x) x D — R", denominada fluro. A derivada parcial temporal
do fluzo satisfaz a equagdo % = 2(t) = f(z(t)) = fle(t,x)), para cada (t,z) €
I(x) x D. Desse modo, a fun¢ao fluzo ¢(t,x) de um campo nos dd uma informagao global

do comportamento de todas as trajetorias do campo.

Introduziremos a seguir a nocao de estabilidade de uma solugao. Essencialmente, uma

solugao do problema de Cauchy
:C/ = f(t7 x)?
I(to) = Zo,

onde x(t) = xo é uma solugao de equilibrio. A solugao de equilibrio é estavel se todas as

solugoes que partem suficientemente préoximas de xg se mantém proximas dessa solugao.

Defini¢ao 2.1.6 Seja f: D — R", D C R™. Seja P um ponto de equilibrio de ' = f(x).

Dizemos que a solucao serd
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(i) estdvel: se para toda vizinhanca U C D de P, existe uma vizinhanca V. C U tal
que, para todo x € V, a solugao de (2.7) estd definida para todot > 0 e p(t,x) € U,
t > 0;

(ii) assintoticamente estdvel se € estdvel e limy_,, @(t,z) = P.

O préximo teorema dé a condigdo para a estabilidade de uma equagao =’ = Az com

coeficientes constantes.

Teorema 2.1.2 [2/] Seja A uma matriz quadrada. Entao a solug¢do da equagdo
2 (t) = Ax(t) €

(a) assintoticamente estdvel, se e sé se, A tem apenas valores proprios com parte real

negativa;
(b) instavel, se e sé se, A tem pelo menos um valor prdprio com parte real positiva.

Defini¢ao 2.1.7 [37] Seja f : D — R™, D C R™ uma fun¢ao que possui derivadas parciais
continuas em todos os pontos do seu dominio D, diz-se entao que f € uma funcdo de classe

C' e representaremos esse conjunto por C'(D).

O préximo teorema mostra que perto de um ponto de equilibrio hiperbdlico zg, o
sistema nao linear (2.7) tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear associado
(2.8), onde A = Df(xg). A demonstracao pode ser encontrada em [24]. O resultado serd
enunciado como o ponto de equilibrio sendo a origem no R", entretanto por mudanca de
coordenada é possivel mostrar que o resultado continua valido para qualquer ponto de

equilibrio fora da origem.

Teorema 2.1.3 [2}] (Hartman-Grobman) Seja E um subconjunto aberto de R™ contendo
a origem, seja [ € CHE) e ¢ o fluro do sistema nao linear (2.7). Suponha f(0) = 0
e que a matriz A = D f(0) ndao possua nenhum autovalor com a parte real nula. Entao,
existe um homeomorfismo H de um conjunto aberto U contendo a origem em um conjunto
aberto V', contendo a origem, tal que para cada xy € U, existe um intervalo aberto Iy € R

contendo O tal que todo t € Iy
H o y(o) = e H(zo)
ou seja, as trajetdrias prozimas de (2.7) proximas a origem sdao levadas em ' = Ax

prorimas a origem e o tempo € preservado.

A préoxima definigao fornece o segundo método de Lyapunov que estuda a estabilidade
de sistemas (2.7), em que f é de classe C! e xy é o ponto de equilibrio de f. Para mais
detalhes veja [24].
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Definigao 2.1.8 Dado xy € D com f(xo) = 0, dizemos que uma fungao diferencidvel
V:D — R é uma funcdao de Lyapunov para xy se existe um aberto U C D contendo x

tal que:
1. V(zg) =0eV(z) >0, parax € U\{zo}
2. V() <0, para x € U.

Uma fungao de Lyapunov diz-se uma funcdao de Lyapunov estrita se podemos substituir a

sequnda condi¢do por V'(x) < 0 para x € U\{xzo}.

A existéncia de uma func¢ao de Lyapunov (respectivamente, fungdo Lyapunov estrita)
para um ponto da equacao (2.7) permite estabelecer a estabilidade (respectivamente,

estabilidade assintética) desse ponto critico [24].

Teorema 2.1.4 [30] Seja f : D — R"™ uma fungdo localmente Lipschitz num conjunto
aberto D C R™ e seja xg € D tal que f(xy) = 0.
a) Se existe uma fungdo de Lyapunov para xo, entdo xo € estdvel.

b) Se existe uma fun¢do de Lyapunov estrita para xq, entao xo € assintoticamente estdvel.

Definicao 2.1.9 Um conjunto E C R" diz-se positivamente invariante em relacao a

(2.7), se para qualquer x € E, o(t,z) € E, para t > 0.

Teorema 2.1.5 [30] (Principio de Invariincia de La Salle) Seja W C R™ um conjunto
compacto que € positivamente invariante com respeito a x' = f(x). Seja V : W — R uma
fungao continuamente diferenciavel tal que V'(z) <0 em W e E={x € W : V'(z) = 0}.
Se M ¢ o maior conjunto invariante em E, entao toda solucdo que comeca em W tende

a M quando t — oc.

2.2 Modelo da Babesiose Bovina

O modelo da Babesiose ¢ formulado utilizando as hipdteses a seguir. Para mais in-

formagoes veja [3].
e A populacdo total de bovinos Ng(t) é dividida em trés subpopulacoes:

— bovinos que podem ser infectados, (suscetiveis Sp(t));
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— bovinos infectados pelo parasita da Babesia, (infectados I5(t));

— bovinos que foram tratados para a doenca da Babesiose, (controlados Cp(t)).

e O parametro up é a taxa de natalidade dos bovinos. Esse parametro é assumido

igual ao parametro da taxa de mortalidade natural dos bovinos.
e O total da populacio de carrapatos N¢(t) é dividida em duas subpopulacdes:

— carrapatos que podem tornar-se infectados pela doenca S¢/(t);
— carrapatos que ja estdo infectados pela doenca I (t).

e O parametro uc é a taxa de natalidade dos carrapatos. Esse parametro é assumido

igual ao parametro da taxa de mortalidade natural do carrapato.

e Um bovino suscetivel pode ser enviado a subpopulacao de infectados I5(t) devido a
eficacia da transmissao da doenca, por meio da picada de um carrapato infectado,

a uma taxa f(pg.

e Um carrapato suscetivel pode ser enviado a subpopulacdo de infectados I () devido

a infeccao de um bovino, a uma taxa [¢.

e Assumimos a transmissao vertical de cem por cento na populacao bovina upg e as po-
pulagdes de carrapatos ocorrem com probabilidade (1 — p), onde p é a probabilidade

de que um carrapato suscetivel nasceu a partir de um animal infectado.
e A fracdo Ap dos bovinos infectados sao controlados, isto é, tratados contra Babesia.
e A fracao ap dos bovinos controlados, retornam ao estado de suscetivel.

e E assumida mistura homogénea, ou seja, todos os bovinos suscetiveis tém a mesma
probabilidade de serem infectados e todos os carrapatos suscetiveis tém a mesma

probabilidade de estarem infectados.

Observacao 2.2.1 A transmissao vertical € aquela que € transmitida de mae para o filho.
Para mais detalhes veja [13, 14].

Usando as hipdteses anteriores e teoria de modelagem através de modelos comparti-

mentados, obtemos o sistema de equacgoes diferenciais ordinarias para a doenca da Babe-
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siose [3, 38, 16].

¢ =

~l

Sp(t) = ps(Se() + Cs() + asCs(t) — nsSe(t) — FeSn(t) 350,
Tot) = psln(t) + BsSa() 520 — msTs(t) = AsTa(t),
Cult) = AsTp(t) — [up + ap)Cr(t), (2.9)
Sot) = ne(Se®) +plo(t)) — BoSet) 2 — peSo(t),
| Tot) = BBt + (1 - pucTe(t) — ple(h).

O sistema acima é consequéncia do seguinte diagrama descrito na figura (2.1).

apCy
l BgS, e Al '
B8 N
u3(53+ CB) —* S » Iy > Cy
HsSe Hslp Waly Uy Cy
I
BeSc N_i
uC(SC + ICP) — SC fl,__ — I'IL'IL'
HeSe He (1 —pl;

Figura 2.1 — Dinamica da doenga da Babesiose Bovina e populagao de carrapatos
Fonte: ARANDA, et al.

Simplificando o sistema (2.9) temos

( —/

Spt) = (up+ap)Cp(t) — ﬁBEB(t)%CC((%,
Tpt) = BeSs(D):2% — Asls(),

¢ CTpt) = XgIg(t) — [up + aplCr(t), (2.10)
Se(t) = peple(t) — foSo(t) 224

\ Te(t) = 5050%7((% —puclo(t).

Dado que a populacao de bovinos e de carrapatos sao constantes, segue que

Np(t) =85t) +T5t) + Cy(t) =0 e Nua(t) = Su(t) + I(t) = 0. (2.11)
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Todos os parametros desse modelo sao nao-negativos. Usando a teoria classica de
equacoes diferenciais ordindarias, é possivel provar que o sistema acima é bem posto em
relacao as condigoes iniciais, isto €, admite uma tnica solucao que depende continuamente
e passando por cada dado inicial em R?., entao as solucdes (Sg(t), I5(t), Cp(t), Sc(t), I5(t))
estao definidas para todo ¢ > 0 e permanecem nesta regiao.

Introduzindo as proporgoes

no sistema (2.10) e dividindo (2.11) por Ny(t), No(t), respectivamente, temos
Sp(t) +1p(t)+ Cp(t) =1elc(t) +Sc(t) =1

Usando as igualdades anteriores e substituindo no sistema (2.10), obtemos

p

Sp(t) = (up+ap)(l = Sp(t) — Ip(t)) — BeSr(t)Ic(t)
Ii(t) = BeSp(t)Ic(t) — Aplp(l),
—(S5(t) +I5(1) = Aslp(t) — (us+ag)(l — Sk(t) — Ip(1)), (2.12)
—Ic(t) = peplc(t)) — BeSc(t)Ip(t),
\ I6(t) = Bo(1 = Ic(t)Is(t) — poplo(t).

Note que a terceira equagao é combinacao linear das duas primeiras equacoes e a
quarta equacao é multipla da quinta, entao temos um sistema equivalente que descreve a

dinamica da populacao de bovinos e carrapatos, dado por

Ss(t) = (up+ap)(l—Sp(t) —Is(t) — BeSp(t)Ic(t),
Ip(t) = BpSp(t)Ic(t) — Aplp(t), (2.13)
Io(t) = Bo(1 = Ic(t))Ip(t) — peplo(t),

definido na regiao Q = {(Sg(t), Ip(t), Ic(t)) : 0 < Sp(t) + Ip(t) < 1,0 < Io(t) < 1}.

Proposigao 2.2.1 A regiago Q@ = {(Sp(t),Ip(t),Ic(t)) : 0 < Sp(t) + Ip(t) < 1,0 <

Io(t) < 1} € um conjunto positivamente invariante para o sistema (2.13).

Demonstracao: Vamos mostrar que se (Sg(0), [5(0), [o(0)) € Q, entao (Sg(t), I5(t), Ic(t)) €
), para todo t > 0.
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De fato, do sistema (2.13) temos

Sp(t)+15(t) = (up+ap)(l—Sp(t) — Ip(t)) — Aplp(t),
= (up+ag) — (up + ap)(Sp(t) + Is(t)) — Apls(t),
< (us+ap)— (up+ ap)(Sp(t) + Is(t)).

Para facilitar os cdlculos, faremos a substituicao (up + ap) = a, dai
Su(t) + I5(t) < a—a(Sp(t) + I(t)). (2.14)
Multiplicando ambos os lados da equagao (2.14) pelo fator integrante e, vem
e (Sp(t) + I5(t)) + e™a(Sp(t) + Ip(t)) < e“a,
disto segue que

d at at
pr [e (Sp(t) +IB(t))} < eq

Integrando ambos os lados, dessa tltima desigualdade

t d t
/—eas(SB(8)+[B(s))ds§/ e*ads,
o ds 0

logo
e**(Sp(s) + Ip(s))ly < €,

desta forma
e(Sp(t) + I(t) < [S(0) + Lp(0) = 1] + e,

assim pelo fato de e < 1,¢ > 0, segue que
SB(t) + ]B(t) S G_Gt(SB(O) + IB(O) - 1) + 1 S SB(O) + IB(O)

Portanto,

0 < Sp(t) + I5(t) < Sp(0) + I5(0) < 1.

Mostraremos agora que 0 < Io(t) < 1. Do sistema (2.13), vem

Io(t) = Be(l —Io(t)Ip(t) — peplo(t),
< Bo(l = Ic(t) — peple(t),
< (Be + pep) — (Be + pep)Io(t).
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Dai
I6(t) + (Bo + pep)Ic(t) < (Be + pep).

Fazendo (8¢ + pep) = a e multiplicando ambos os membros da tltima desigualdade

pelo fator integrante e*, de forma semelhante ao passo anterior, segue que
0<Ic(t)<1.

Portanto, pela Definigao (2.1.9) segue que €2 é invariante.

2.3 Analise do Modelo

Nesta se¢ao, estudamos a existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema
(2.13). Esta andlise nos permite estudar diferentes cendrios relativos a propagagao da
doenga Babesiose na populacao bovina causada por contato direto com carrapatos infec-
tados [24, 39]. A seguir introduziremos o conceito de razao de reprodugao bésica que é

muito utilizado em epidemiologia.

2.3.1 Taxa de Reproducao Basica

A transmissao de uma infeccdo pode ser quantificada por seu nimero reproducao
basica, Ry, que é definido como o nimero de infeccoes secundarias produzidas por cada
individuo infectado dentro de uma categoria particular de risco, logo apds o inicio de uma
epidemia [29, 38, 32].

Em alguns casos especiais, pode-se facilmente calcular ou estimar esse nimero. Vérias
hipéteses que envolvem diversas variaveis, como taxa de transmissao, taxa de natalidade,
entre outras, sao levadas em consideragao [31].

Para processos epidémicos simples, este parametro determina um limite, ou seja,
quando Ry > 1, uma infeccao tipica gera, em média, uma infeccao secundaria, levando
a uma epidemia. Em contraste, quando Ry < 1, infecciosos normalmente dao origem,
em média, a menos de uma infeccao secundaria, e a prevaléncia da infecgao nao pode

aumentar [29, 32].



CAPITULO 2.  DINAMICA DA BABESIOSE EM BOVINOS E CARRAPATOS 31

Neste trabalho, usamos o parametro descrito por [3]

_ BeBe

Ry = .
* 7 Nppep

(2.15)

A motivacao para usar esse parametro, estd no fato de que o Ry foi considerado de
forma que o ponto de equilibrio livre da doencga seja localmente assintoticamente estavel.

A seguir apresentaremos os pontos de equilibrio para o modelo da Babesiose.

2.3.2 Pontos de Equilibrio do Modelo

Teorema 2.3.1 O sistema (2.13) tem pontos de equilibrio, Fy = (Sp,(t), Ip,(t), Ic,(t)) =
(1,0,0), que é o ponto livre da doenca para todos os parametros do sistema e Fy =
(SB,(t), Ip,(t), Ic,(t)), que é o ponto de equilibrio endémico. Se Ry > 1, entao Fy ¢

unico no interior de §2.

Demonstracao: Denotamos por (Sg, (t), Ip,(t), Ic;(t)) parai = 1,2, os pontos de equilibrio
do sistema (2.13), onde o estado constante é Si(t) = 0,I5(t) = 0, 1,(t) = 0. Entao

(uB +ap)(l — Sp(t) — Ip(t)) — BeSp(t)lc(t) = 0,
BpSp(t)Ic(t) — Aplp(t) = 0, (2.16)
Be(1 —1c(t))Ip(t) — neple(t) =

Somando a primeira e a segunda equacao de (2.16) temos

(up +ap) = Sp(t)(up +ap) — Ip(t)(us +a) = Aplp(t),

disto obtemos que

(up +ap)(l — SB(t))'

I5(t) = (B +ap) + Ap

(2.17)

Da terceira equagao do sistema (2.16), vem

Bo(l —1c(t)Ip(t) — peplc(t) = 0
Ig(t)(Bc — Belc(t)) = peplo(t).
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Portanto,
_ peple(t)
Substituindo (2.18) na segunda equagao de (2.16)
peplo(t)
Amso1et) = ow [74725) = 0
Dessa forma
HePAB .
Logo, em (2.19) hé duas possibilidades
1. Io(t) = 0, disto temos que Ig(t) =0 e Sp(t) = 1, assim
Fl = (SBl (t)7 IBl (t)v ICl (t)) = (17 O? 0)
2. Io(t) #0
L Hepds
PaS(1) Be(l—1c(t)) v
Sp,(t) = HePAS (2.20)
o BeBp(l —1c(t) .
Substituindo (2.20) em (2.17) e igualando a (2.18), obtemos
(as+ps) (e ps) Appop  peple(t) 0
pp+ag+As  pp+ap+Ap BeBp(l—1ct))  Be(l—1c(t)) 7
(ap + up)Ppbc(l — Ic(t) — (ap + pp)Aspcp — (ap + pp + Ap)Bppcple(t)
(ap + pp + Ap)BpBe(l — Lo)(1) |
Portanto,
[Cg (t) _ (aB + MB)(ﬁBﬁC - )\BNCp) (221)

(ap + pB)Bele + (ap + up + Ag)Bepcp
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Para calcular Sg,(t), substituimos (2.21) em (2.20)

ABlCD

848 {1 B < (ap + 1B)(BBc — Appop) )] ’
Bre (ap + 1B)BePc + (ap + s + AB)Balcy

Appepl(as + puB)Bsfe + (ap + pwp + A)Bepcp)
BeBc(ap + ps + Ag)Barcp + Bebc(as + 1p)Appcp’

SB2 (t>

Ap(ap + pp)Be + (ap + pp + Ap)Ap
BelBelap + up + Ap) + Ag(ap + ps)]

Logo
~ Xplag+ps)Be+ (ap + ps + Ag)As
Smlt) = Belap(Be + Ag) + Apup + Be(Ag + up)| (222)
Resta ainda calcular Ig,(t). Substituindo (2.21) em (2.18) obtemos
Jep [ (uB + aB)(BeBc — Appcp) }
I (t) _ “ (NB + CYB)BBBC + (MB +ap + /\B)ﬁBMCP
32 p {1 B ( (a5 + 118) (BsBe = Aspop) )} |
¢ (ap + ug)BsBc + (ap + pp + As)Bppicp
[ (uB + ap)Bpfc — (ap + ) Aplcp ]
_ "V (us + an)Babe + (s + ap)Borcp + MsBoucp
3 [(MB + ag)Bppcep + ApBscp + (s + aB))‘BNCP] 7
“\ (us + ap)Bsbe + (s + ap)Bopcy + ApBpucp
(B + ap)BeBp — wep(ps + ap)Ap
(us + ap)Bebe + Asbebfs + (1 + ap)A\sfc
Entao,
In(t) = (us + aB)(BcBs — Appcp) (2.23)

Belap(Bp + Ap) + A + B + Ap)]

Observe que se Ry > 1, entdo (Spfc — Appep) > 0 e como todos os parametros sao
positivos, temos que
SBQ(t) > 0, [BQ(t) > 0, ICQ(t) > 0.

Assim, o ponto de equilibrio endémico F5 é tinico no interior de 2.
Agora, vamos demonstrar que se Ry < 1, o unico ponto de equilibrio em €2 é o ponto
livre da doenca (Sg, (t), I, (t), I, (t)) = (1,0,0). Para isso, ha dois casos a considerar

1. Ry <1

Nesse caso, SgfBc — Aucp < 0. Assim, olhando para as fracdes que definem as
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coordenadas do ponto endémico, é facil verificar que
Ip,(t) <0, I, (t) <0,

exceto quando up+ap = 0. No entanto, isto nao é possivel pois a taxa de nascimento
de bovinos, ug > 0. Portanto, quando ug + ap # 0 este ponto permanece fora da

regiao 2.

2. RO =1
Neste caso, Bpf8c —Appucp = 0, entao temos que Ip,(t) =0, I, (t) =0e Sp,(t) = 1.

Observe que este tltimo caso tem sentido real porque, quando Ry = 1, temos Ip,(t) =
0, Ic,(t) = 0, isto é, o ntiimero de infectados é 0 e, por conseguinte, o ponto endémico nao

pode existir.

2.3.3 Analise de Estabilidade

Teorema 2.3.2 Se Ry < 1 entao o ponto de equilibrio livre da doenca (Fy) € localmente

assintoticamente estavel.

Demonstracao: A matriz Jacobiana para o sistema (2.13) é

—(up +ap+ Pple) —(up+ap) —BBSg(t)
J(Sp(t), I5(t), Ic(t)) = Belc(t) —AB BSp(t) :
0 Bo(1—1Ic(t)) —Is(t)Bc — uep
Logo,
—(pup t+ap) —(up+ap) —POg
J(F1) = 0 —AB BB
0 Be —pep

Os autovalores obtidos de det(J(Fy) — Al4) = 0, sao

A= —(us+ OZB)y

N = Qs tuep) + V(s — pcp)? +4Bspe
2 J

—(As + pep) — /(s — pep)? + 48s0c
5 .

Ay =
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E facil ver que Re(A1) <0 e Re(A3) < 0. Por outro lado, usando a hipétese Ry < 1, para

A9 temos

—(Ap + tep) + /AL + pdp® — 2\pucp + 4BpSc

Ny = 5
—(Ag + pep) + /AL + pip? + 2 pucp
2 b)
—(AB + pep) + /(A + pep)?

= =0.
2

Portanto, Re(\y) < 0. Como a parte real dos autovalores é negativa, entao pelo Teorema

2.1.2 o ponto de equilibrio livre da doenca F; é localmente assintoticamente estavel.

Teorema 2.3.3 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio (Fy) € globalmente assintotica-

mente estdavel.

Demonstracao: Inicialmente vamos fazer a mudanca de varidvel no sistema (2.13) para

mover até a origem do sistema de coordenadas o ponto de equilibrio livre da doenca.

Xp(t) = 1-Sp(t),
Sp(t) = 1— Xp(t),
Xp(t) = —Sp0).

Substituindo no sistema (2.13), temos

Xp(t) = —(uB+ap)Xp(t) + (us + ap)lp(t) + Be(l — Xp(1))Ic(1),
Ix(t) = Be(t)(1 — Xp(t))Ic(t) — Aplg(t), (2.24)
Io(t) = Be(1 = Ic(t)Ip(t) — peplc(t).

Para abreviar, escreveremos (2.24) como
(X5(t), Ip(t), Io(t) = F(Xp(t), 15(1), Lc(t)).
Por outro lado, considere V : 2 — R, definida por
V(t) = V(Xp(t), I(t), Ic(t)) = Bels(t) + Aplo(t).

Mostraremos que V' é uma fungao Lyapunov. De fato, é facil ver que V € C1(Q), entao
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VI(Xp(t), Ip(t), Ic(t)) = < VV(Xp(1),I5(t), Ic(t), F(Xp(t), I5(t), Io(t) >
= BeBplc(t) — BePpXp(t)Ic(t) — BeApls(t)
+ABcls(t) — ApBelc(t)Is(t) — Apucplo(t),
= (BeBp — pep)lo(t) — BoBeXp(t)Ic(t) — ApBclc(t)Ip(t)
Ic(t)(BeBp — wep — BeBpXp(t) — ApBcls(l)).

Usando a hipétese Ry < 1, temos que Spf8c — Apucp < 0, logo V'(t) < 0 o que implica
que V() é uma fungao Lyapunov, pela Definigao (2.1.8).

Por outro lado, com o objetivo de aplicar o Teorema de La-Salle, temos que encontrar
o maior subconjunto invariante contido em V'(Xg(t), I5(t), Ic(t)) = 0. Pela conta acima,
vemos que ha duas possibilidades, I¢(t) = 0 ou Scf8p — piep — BofeXp(t) — Apfclp(t) =
0. Como a segunda possibilidade nao pode ser zero, entdo a tnica opgao é Io(t) = 0.

Portanto, obtemos que o conjunto em que
V(Xp(t),Is(t),Ic(t) =0

e dado por
{(X5(t), I5(t),1c(t)) : Ic(t) = 0}.

Com isso, conclui-se que o ponto de equilibrio livre da doenga (F}) é o maior subconjunto
invariante em {(Xg(t), I5(t), Ic(t)) : Ic(t) = 0}. Portanto pelo Teorema 2.1.5 o ponto de

equilibrio (F7) é globalmente assintoticamente estével.

2.4 Simulacao Numérica

Nesta secao, simulamos algumas situacoes para verificar o efeito que alguns parametros
tem sobre a dinamica da doenca Babesiose em populagoes bovinas e de carrapatos. Isto é
importante do ponto de vista epidemiologico, pois € possivel obter as melhores estratégias
em saide publica e animal para combater a doenca [3].

Para realizar as simulacoes numéricas, levamos em conta que 60% dos carrapatos sao
infectados pelo Babesia, aproximadamente 51,84% da populacao bovina sao infectados
por Babesia, apenas 10% ¢é controlado e a transmissao vertical é de 90% [22]. Assumimos
como condicao inicial Sg(0) = 0,3756, I5(0) = 0,5184, I-(0) = 0, 60.
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2.4.1 Estabilidade Ecolégica

Na primeira simulacao, consideramos que a propagacao da Babesiose na populacao
bovina e a populacao de carrapatos esta em equilibrio, ou seja, as proporcoes de bovinos
suscetiveis, bovinos infectados e carrapatos infectados sao positivas e constantes durante
todo o tempo.

Este quadro é possivel tendo os parametros pug, pc, ap e p constantes por todo o
tempo. Para realizar as simula¢oes numéricas foram utilizados os parametros dados pela

tabela (2.1) e foram retirados de [3].

Tabela 2.1: Parametros para simulagao

Fonte: Aranda, et al.

Parametros 1%, wr AB ap P BB Br
Valores 0,0002999 0,001609 0,00265 0.001 0,1 0.00061 0.00048

A estabilidade ecoldgica pode ser vista na figura (2.2). A taxa de reprodugao bésica
usada foi Ry = 6.8.

07

——SB
|
— 1 |

065+

populagéo

. . . 1 1 1 1
a 1000 2000 3000 4000 5000 BOOO 7O00 BO00
tempot {(anos)

Figura 2.2 — Estabilidade Ecolégica g = 0.00061, Sc = 0.00048, ap = 0.001.
Fonte: Aranda, et al.

Os autovalores da Matriz Jacobiana sao todos negativos, (—0, 7489, —0, 7480, —0, 7058).

Portanto, pelo Teorema 2.1.2, o ponto de equilibrio é localmente assintoticamente estavel.
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2.4.2 Ponto Livre da Doenca

Aqui nés simulamos um quadro em que a transmissao da Babesia é desacelerada com
Br = 10,0003 \g = 0,0265 e p=0,5 o que indica que a taxa de transmissao vertical é de
50%. Os outros parametros permanecem constantes durante todo o tempo de modo que
Ry < 1 e foram retirados da Tabela (2.1). Tomamos Ry = 0.33. A Figura (2.3) mostra

que a solucao do sistema se aproxima do ponto de equilibrio livre da doenca.

06 T

populagéo

04

0.2F

1 L I I I
1 2 3 4 5 6
tempo t (anos) x10°

Figura 2.3 — Dinamica quando Ag = 0,0265 e p = 0,5
Fonte: Aranda, et al.

Os autovalores da matriz Jacobiana sao negativos, (—0, 0265, —0,0013, —0, 0008). Por-
tanto, pelo Teorema 2.1.2 o ponto de equilibrio livre da doenca ¢é localmente assintotica-

mente estavel.

2.4.3 Ponto de Equilibrio Endémico

Nos simulamos o efeito de condigoes iniciais diferentes em uma situacao com alta
transmissao da Babesia na populacao bovina, com Sg = 0,006, alta transmissao vertical
na populacao de carrapatos, com p = 0,1 pelo fato de que tem se uma situacao de
epidemia. Foi utilizado Ry = 67,54. O restante dos parametros sao constantes para
Ry > 1 e foram retirados da Tabela (2.1). Isso pode ser visto nas figuras (2.4) e (2.5).

Os autovalores da matriz Jacobiana sao negativos, J(0,0498; 0, 7893;0.70) = (—0,0014;
— 0,0014; —0,0037). Portanto o ponto de equilibrio endémico é localmente assintotica-

mente estavel.
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Figura 2.4 — Dindmica quando Sg(0) = Figura 2.5 — Dinamica quando
0,3756, I5(0) =0,5184, I-(0) = 0, 60. Sp(0) =0,70, I5(0) = 0,10, Ic(0) = 0,20
Fonte: Aranda, et al. Fonte: Aranda, et al.

Observe nas figuras (2.4) e (2.5), que embora as condigoes iniciais sejam diferen-
tes, a solucao do sistema converge para o ponto de equilibrio endémico (Sg, I, o) =
(0,0498;0,7893;0.70), o que verifica os resultados tedricos obtidos.



Capitulo 3

CALCULO FRACIONARIO

O conceito de céalculo fracionario surgiu a partir de uma questao proposta no ano de
1695 pelo Marqués de L'Hopital. Em uma carta datada de 30 de setembro de 1695, ele
questiona Leibniz sobre a derivada de ordem 1/2 de uma fungao. A partir dai, muitos
matematicos encontraram varias defini¢oes que se encaixam na ideia de integral e derivada
de ordem nao inteira.

Em 1969, Caputo em seu livro Elasticit‘a e Dissipazione [5], propos uma definigao
para a derivada de ordem fraciondria, com a qual resolveu problemas de viscoelasticidade.
Pouco tempo depois, algumas interpretacoes fisicas e geométricas para a derivada e a
integral fracionarias foram apresentadas, dentre elas destacamos Podlubny [4] que apre-
senta interpretagoes fisicas e geométricas para integrais e derivadas de ordem arbitraria
para casos particulares e Lorenzo e Hartley, [41, 42], que em 1988, apresentaram uma
interpretacao geométrica para a derivada fracionéria.

Até pouco tempo, o calculo de ordem arbitraria era visto apenas como uma teoria
matematica sem muitas aplicacoes, mas nos ultimos anos houve uma expansao do uso
dessa teoria na modelagem de problemas reais em varios ramos da ciéncia, desde a fisica
da difus@o & controle de sistemas, finangas e economia [43]. Em epidemiologia é possivel
encontrar indmeras aplica¢oes, dentre elas podemos destacar, os trabalhos de [33], que
propoe um modelo de ordem fraciondria para a Dengue e de [38], no qual, o autor escreve
um modelo fracionédrio para a dinamica da Influenza (HIN1) e por meio de simulagao
numérica, consegue concluir que o modelo de ordem fraciondria se ajusta melhor a um
conjunto de dados reais se comparado ao modelo de equacoes diferenciais ordinarias.
Além dessas situacoes, é possivel encontrar aplicagoes em outras dreas, como processos
estocésticos, ciéncias e engenharia.

Além dessas aplicagoes, quando se tem o interesse em introduzir o efeito de meméria no
sistema, as fungoes de ordem nao inteira sao um instrumento poderoso para a descri¢ao de
propriedades de memoria e hereditarias de diferentes substancias e até mesmo na memoria

com respeito ao aprendizado repetido [62]. Esta é a maior vantagem dos modelos de ordem

40
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fracionaria em comparagao aos de ordem inteira, nos quais, tais efeitos sao negligenciados
[40]. A viscoelasticidade é o campo onde se concentra a sua maior aplicagao, isso devido
ao seu fenomeno de tratar de efeitos de memoria [43, 45, 44].

Nas ultimas décadas, as publicacoes tem se concentrado em processamento de sinais,
modelagem e controle. A aplicacao das técnicas do Calculo Fracionario tem permitido
generalizagoes e importantes resultados em diversas areas do conhecimento, tais como,
finangas, processos estocédsticos e em diversas areas dentro das ciéncias aplicadas e en-
genharia [41, 61]. Além disso, é uma importante ferramenta para refinar a descrigao de
fenomenos naturais, em particular aqueles que possuem dependéncia temporal.

Assim como a resolucao de uma equacao diferencial ordindria com coeficientes cons-
tantes tem sua solucao dada, em muitos casos, em termos da funcao exponencial, uma
equacao diferencial de ordem nao inteira tem, em diversos casos, a solu¢ao dada em ter-
mos da fungao de Mittag-Leffer [48]. Com isso, ao entender a forma que a funcdo de
Mittag-Leffer generaliza a funcao exponencial estamos, de certa forma, compreendendo o
porque de, em alguns casos, uma equacao diferencial de ordem nao-inteira fornecer uma
descrigao mais fina de um dado fenomeno do que a respectiva equacao de ordem inteira.

Neste capitulo serao apresentados conceitos validos para o calculo fracionario. Os
topicos aqui apresentados sao fundamentais para o desenvolvimento do préximo capitulo
e foram retirados de [48, 49].

3.1 Conceitos Preliminares

Iniciaremos com as definigoes de fungao Gama e funcao Beta. A func¢do Gama é
utilizada para a definicao de integrais de ordem arbitraria e a funcao Beta é 1til para

obtermos algumas identidades algébricas.

Definicao 3.1.1 A func¢ao gama € a integral impropria definida para o > 0 dada por

F(a):/ e "2 d.
0

Quando faz-se referéncia a funcao Gama, fica implicito que o > 0, para que a con-
vergéncia seja garantida.
A funcao Gama possui algumas propriedades uteis para o calculo fracionario, dentre

as quais podemos destacar

Propriedade 3.1.1 Para a funcao Gama sao vdlidas as afirmagoes:

i -T(a+1) =al(a);
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i -T(1) = 11;
iii - (n+1)=n!, paran € N.

Definicao 3.1.2 A func¢ao Beta é definida como

1
B(a,pn) = / N1 — 2)"Ydx, para o >0, p> 0.
0

Teorema 3.1.1 As funcgoes Beta e Gama se relacionam por meio da identidade

- Ia+ )

A demonstracao pode ser encontrada em [48].

3.2 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é um conceito relevante para a resolucao de equacgoes
envolvendo derivadas e integrais fracionarias.

Definicao 3.2.1 Seja f uma funcao definida no intervalo t > 0. Entao a integral

el = [ e o

¢ chamada transformada de Laplace de f, desde que a integral exista e s é chamado
parametro da transformada.
A seguir estao listadas algumas propriedades importantes. As demonstragoes sao
imediatas e podem ser encontradas em [39].
Propriedade 3.2.1 Para a Transformada de Laplace sdo vdlidas as afirmacoes:
i - Seja L[f] = F(s) e L[g] = G(s), entao Llaf + bg] = aF(s) + bG(s);
it - Seja L(f) = F(s), entio L™ f(t)] = F(s — a), para s > a.
d’I’L
i - L[t"f(t)] = (—1)”d—F(5).
STL

Propriedade 3.2.2 Se f e f' sdao integrdveis em [0,b], para todo b > 0, se f for de
ordem exponencial , entao existe L[f'(t)] = sL[f(t)] — f(0).

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas fungoes nao é o produto
das transformadas, porém a seguir sera introduzido o conceito de produto de convolugao,
que é um produto conveniente para que a propriedade (3.2.3) seja vélida, ou seja, a

transformada de Laplace do produto de convolugao é igual ao produto das transformadas.
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Defini¢ao 3.2.2 Sejam f, g : [0,00) — R duas fun¢oes de ordem exponencial o e B, com
transformadas de Laplace F(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0,00). Define-se a
convolugao de f(t) e g(t), denotada por (f * g)(t), como

G0 = [ 1=ty
Propriedade 3.2.3 Sejam f,g:[0,00) = R, entdo, L[(f * g)(t)] = L[f]L[g].

A demonstracao pode ser encontrada em [39].

3.3 Integral Fracionaria

Inicialmente sera feito a formalizagao da integral fracionaria segundo Riemann-Liouville.
Em seguida, a definicao de derivada fracionéria sera feita a partir das ideias de Riemann-
Liouville e também de Caputo. Ambas necessitam da definigao de integral fracionaria
para a formulagao da derivada fraciondaria, por esse motivo é necessario definir primeiro
a integral fraciondria e depois a derivada fracionaria.

A seguir a motivagao para a definicao de integral fracionaria.

Defini¢ao 3.3.1 Seja f : [0,00) = R uma fungdao continua por partes no intervalo [0, 00)
e integravel em todo subintervalo de [0,00). Denotamos por Jf(t) o operador integral

110 = [ ' F(s)ds

e por JEf(t) = (JJ...J)f(t).

Observe que t
JAf(t) = /0 Jf(s)ds.

Utilizando o Teorema de Fubinni, vem
t s
20 = [ [ s
0o Jo

_ /O t /g ' f()dsde,

- /0 HE)(t - )de.
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Dai

riw = [ 7

_ /0 t /0 1€ (s — E)deds,

-/ t /E (s — ©)7(€)dsde
-/ 9 e

Usando esse procedimento sucessivamente, temos

ri = [ %f(s)ds-

Como I'(n) = (n — 1)! paran € Z*, vem

Tt = ﬁ/o (t— 5)" f(s)ds. (3.1)

A equagao (3.1) continua bem definida para « > 0. O que motiva a seguinte defini¢ao

Defini¢ao 3.3.2 Sejam a € R e a > 0 e f uma fung¢ao continua por partes em [0,00) e
integravel em qualquer subintervalo de [0,00). Entao para t > 0 a integral fraciondria de
Rieman-Lioville de ordem « é dada por

JOF(t) = ﬁ /0 (t— )L f(s)ds. (3.2)

Observacao 3.3.1 Definimos C como sendo a classe das fungoes que satisfazem a De-
finigdo 3.3.2. Para mais informagdes veja [48].

Exemplo 3.3.1 De acordo com a Definicao 3.3.2 é possivel calcular a integral de ordem
arbitraria o, de f(t) = t*, com p > —1.

De fato, seja
1 t
JUH = —/ (t — 5)* Lstds.
[(a) Jo

Fazendo u = ;, obtemos
1
JU = —— / (t — ut)* ! (ut)tdu,
0
1
= —/ 1 — )ttt du,
(a) Jo
1
= —— [ t*(1 —u)* 'utttdu,
(a)/o
1 1
= —/ (1 — w)* tutdu.
(a) Jo

!
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Entao,

Jatﬂ — ta"".“

o /0 1(1 — w)*lutdu.

Tomando p=a e q¢=pu+1em (3.3), temos

totn

() /01(1 —w)P " du.

Usando a Defini¢ao 3.1.2, podemos escrever (3.4) como

Jot =

[(a)

Usando o Teorema 3.1.1, vem

Jot =

ot ()T + 1)
Pla) T(a+p+1)’
t*THD (e + 1)
Na+p+1)

JUt =

Proposicao 3.3.1 Seja ®,(t) = t > 0. Entao (P,

T(a)’

(@05 )(t) = / Dot — 5)f(s)ds.

Portanto,

(®ax f)(t) = JOf(2).

B(gq,p) , onde B(p,q) = B(a,pu+1).

« f)(t) =

Demonstragao: Pela Definicao 3.2.2 e pela defini¢cao de produto convolugao, vem

45

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Teorema 3.3.1 Sejam «, 3 > 0 temos que J*JP = JB vale também J*J° = JPJe.

Demonstragao: Vamos mostrar que

q)oc(t) * (I)/3<t) = (I)a+/5’(t)-

tafl £S—1
Usando as fungoes auxiliares: @, (t) = () e Os(t) = i
a

Dot) # Dp(t) = / Dot

L(s)’

obtemos

(7)dy,

1

:/ alyﬁ
0

I'(5)

dy.
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Fazendo u = %, vem

t—ut)* ! (ut)P?

Bu(t) * Dp(t) — /0( o

)
e 1(1 — )P du.
[(a)l(B) Jo

tdu,

1

Tomando x = 1 — u, temos

ta+ﬁ—1

INCYNE)

Do(t) * By(t) = / (1 - 2)P N (—da),

0ult) +@lt) = ot [ a0

(1) * )= ——— 247 (1 —z)" dx.
T L) s

Multiplicando e dividindo (3.7) por I'(a + )

ta+6711-\(a + 5)

q)a(t> * q)ﬁ(t) =

O integrando de (3.8) é a fungao B(«, [3), logo

I (a + B)
P(a)I(B)I (a + 5)

D, (1) * ©a(t) = B(a, B).

Usando o Teorema (3.1.1), vem

(@ + ) T(a)T'(B)

(I)a(t) * (I)B(t) =

(@B (a+ B) D(a+ B)
Entao,
patp-1
D, (t) * s(t) = NEENO)
Logo,

Do By (t) = B (0.

Pela Proposicao 3.3.1, temos

() = (o * [)(D).
De (3.10), (3.9) e da propriedade associativa da convolugao, obtemos

(ST = @alt) « I (1)
= D, (t) % [®s(t) * f(1)],
= <Doc+ﬁ(t)*f(t)'

la:a_l — )% Y.
Tt g, 0

46

(3.8)

(3.10)
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Portanto,
(J*I7f)(t) = (S F)(@).

A comutatividade é imediata.

3.4 Derivada Fracionaria

A seguir apresentaremos a definicdo de derivada fracionaria de Riemann-Liouville e

segundo Caputo.

3.4.1 Derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville

A definicao de derivada de ordem fracionaria de Riemann-Liouville é consequéncia
direta do Teorema Fundamental do Calculo. Sabemos desse Teorema que se f : [0,b] — R

¢ uma funcao continua e se F': [0,b] — R é a funcao definida por

F(z) = / " ftyt,

entao F' é diferenciavel e F' = f.
€T

Usando a notagao de integral fracionaria para (Jf)(x) = / f(s)ds e a notagao

0
(Df)(t) = f'(t) para o operador Derivada, temos pelo Teorema Fundamental do Célculo
que (DJf)(t) = f(t). De forma geral, é facil ver por inducao finita que para todo m € N

a relacao

(D™JI™f)() = f(1), (3.11)

é verdadeira, em que D" f = (DD...D)f é a composicao m vezes do operador D ou
derivada de ordem m de f. Vale lembrar que o operador Derivada satisfaz a lei dos
expoentes D" D" f = D™*" f,

Sejam m, n € N tal que m é o menor inteiro maior que n e f : [0,b] — R é uma

fungao continua que admite derivadas até ordem n, usando a relagao (3.11) temos

D) = £,
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Por outro lado, aplicando o operador D™ em ambos os lados
DmymTt = D f(t),

como a integral fracionaria pode ser definida para nimeros nao inteiros a > 0, trocando

n por v na expressao acima obtemos
Def(t) = D" J™f(1).

Portanto a discussao anterior motiva a seguinte definicao formal.

Definicao 3.4.1 Sejam § > 0 e n o menor inteiro maior que 3, assim a derivada fra-
ciondria de Riemann-Liouville de ordem [ da func¢do f € dada por

Dy f(t) = D"[J" P f(t)).

DI = S (1), se = n.

Exemplo 3.4.1 A derivada de ordem (3 sequndo Riemann-Liouville de f(t) = t", p > —1
epn#0¢€

L+ 1) i
lﬁﬂﬂzfatgiﬂtﬁ. (3.12)

Com efeito, pela Definicao 3.4.1, temos
Dl = DM Jt"], onde a = n — 3.

De acordo com (3.5),

BT+ )
F(p+n—p+1)

Jrh =

Logo,

I(p+1)

D —
R L(p+n—0B8+1)

DA (3.13)

Analisando D"[t"~#*#] separadamente, podemos obter as derivadas sucessivas

DI = (n— § 4 =,
D"t = (n =B+ p)(n— B+ p— 1) Fe?,

DM = (n= B4 p)(n— B4 p—1)..(n— B+ 1t
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Dessa forma, substituindo em (3.13) e usando a Propriedade 3.1.1, vem

Dig = )= )0 5t ) 54 D
_ (p+1) n— n— _ _ —B+u
= (n—B+M)F(u+n—6)[( B+uw(n—B+p—1)..(p—B+1t"""],
I'(p+1)

B n— —1)...(pu— —B+u)
S Ty sy ey Gt R Ut

Fazendo esse processo sucessivamente, obtemos

F(/JJ—i_ 1) t—5+u
T(p—pB+1) '

O préximo teorema nos diz como se comporta a composicao a direita e a esquerda

Dt = (3.14)

entre a derivada e a integral fracionédria de Riemann-Liouville.

Teorema 3.4.1
DRI’f(t) = f(b),

B b _ - B—k rym—k ym—_
JPDRf(t) = ZFﬁ k+ t D™k m=B 1 (0).

k=1

Demonstragao: Temos
DYIPF(t) = D™JmPIPf(t) = D™ f(1).
Por outro lado, note que
JODLf(t) = DJPTIDPf(t) = D[JPHIDPf(t)].
Logo,

PO = 5 iy [ -9 pie),
d
i
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Integrando sucessivamente por partes, vem que

1 1

/ (t = 5)° D™ T f(s)ds

LB+1) /o F@+1)
gl o]
- L pmgmespo] - L / (t = )" D" L f(s)ds
r(B+1) I'(8) Jo |
_ r(ﬁ1+ 5 =D 0] —ﬁ[@—s)ﬂlm?ﬂﬁﬂsﬂé
_ﬁ {/O (8- 1)(t - 5)52Dm2Jmﬁf(S)d5} )
_ F(ﬁ1+ - [~ D=1 =0 £(0)] — ﬁ [—t"~ D™ 2 P F(0)]
1

+

S t —5)P2Dm2 =B f(5)ds
o [ DR s

_ 1 _Bpym-1 ym—p 1
= F(B—i—l)[ t°D J f(o)}—i_r(ﬁ)[

1 ¢ —2 ym—2 ym—
+F(ﬁ——1)/0(t_s)6 D" =]J Bf(s)ds

ey e (O]

_ 1 [—t7 D™= £(0)] + b [P D2 g P F(0)] + .+

L(B+1) I'(8)
T E ey (AR (VRS rree Y |
- O s
- g m[tﬂ—’f“m—’vm—ﬂf@] + ST (1),
_ f; m[tﬁ‘k“Dm_kJm_ﬂf(O)] 5.
Portanto,
ORI = o { i EE — gyl DR () 4 T
_ kf;F DT ) + 1),
Disto segue que,
JADRf(t) = Em: e k .y — i kpmk m=B £(0)].

k=1

[(t = 5)P DL A (s)]g

20

¥ / (£ — 5P~ f(s)ds
)/(t—s)ﬂ_me_ﬁf(s)ds,

3
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3.4.2 Derivada fracionaria segundo Caputo

A primeira definicao de derivada fracionaria foi a de Riemann-Liouville, dada em
(3.4.1), mas somente com a defini¢cao de Caputo algumas aplicagoes praticas foram possiveis.

Para mais informagoes veja [5, 50, 51]. A seguir, a defini¢do segundo Caputo.

Definicao 3.4.2 Tomando 3 > 0, n o menor inteiro maior que [3. Nestas condi¢oes, a
derivada de ordem [ sequndo Caputo € definida por

D2 f(t) = J"P[D"f(2)].

Com excec¢ao do indice inferior, o indice superior tem o mesmo significado que na derivada

fraciondria segundo Riemann-Liouville e para § = n € N definimos D? = D™, ou seja

1 Efm(s)ds
Fm—ﬂyA(wﬂwﬂw’”_1<5<m

DLf(t) =

A"
%f(t% S€ B =n.

Observagao 3.4.1 Note que a definicao de derivada fraciondria sequndo Caputo € mais
restritiva que a definicao de Riemann-Liouville, uma vez que requer a integrabilidade da
derivada de ordem n da funcao. Sempre que utilizarmos o operador D(BJ serd considerado
que esta hipotese € satisfeita.

Exemplo 3.4.2 A derivada de ordem [ sequndo Caputo de f(t) =t", u>—-1eu#0 é
F(p—B+1)

Com efeito, note que

Dt = M(M—1)(u—2)...(u—n+1)tuina
[(p+1)

BT e
I'p—n+1)

Por outro lado

Dlf(t) = JP[D"f(1)],

— Jn—ﬁ F(/’L + 1) n—n
I'(p—n+1) ’
— F(:u + 1) Jn—ﬂ [tu—n]

(p—n+1)
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 T(u+1) T(u—n+1),
PO = Fu-wa DTG—57D)
I'(p+1) =B

F(p—B+1)

Teorema 3.4.2 Sejam Dgf(t) a derivada fraciondria de f sequndo Riemann-Liouville,
Dgf(t) a derivada fraciondria de f sequndo Caputo e m o menor inteiro maior que 3.
Assim, a igualdade € satisfeita

m—1 tk_ﬁ

T(k—pB+ 1)Dkf(0)'

Dy f(t) = DLf(t) +
k=0

Demonstracgao: Pela Definicao 3.4.2, temos
DL f(t) = J"P[D™ f(1)]
Aplicando o operador integral em ambos os lados
JPDLf(t) = I TP (D™ f(1)].
Pelo Teorema 3.3.1, obtém-se

JPDLf(t) = JHmPDmf()),

= JTD™f()]-
De acordo com o Teorema 3.4.1,
n—1 tk
JPDEf(t) = F(t) = Y D" (0) .
k=0

Aplicando o operador derivada e pelo Teorema 3.4.1

n—1 k
DLIPDLI(t) = D [f(t) ->_D'f <0>%]
= Dif(t) - DRy DFf(0) 55
k=0 '
n—1 i
= Dif(t)=>_ = lﬁ(o) Dtk

De (3.14) vem
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Entao,
n—1
DLW = Dhs0 -3 e r(g(f o '
n—1
= Dif(t) - ; Dk;fg(()) I'(k —k!6 + 1)tk75
n—1
= DUf(t) - ; %tm.
Portanto, | , < DFf(0) .
Dy f(t) = DLf(t) + Tk— B+ 1)75 ’

23

A préxima propriedade fornece a condigao suficiente para que a derivada de Riemann-

Liouville de uma func¢ao f coincida com a derivada de Riemann-Liouville de uma fungao

g.

Propriedade 3.4.1 A igualdade D3 f(t) = Dyg(t) ¢ vdlida, se, e somente se,

f(t)zg(t)—l-chtﬁ_j, comt>0en—1<p<n.
j=1

(3.15)

Demonstracao: Condicao necessaria. Para n € N, pode-se induzir do célculo usual que

Df(t) = Dg(t) < f(t)=g(t) + a1,
D*f(t) = D?%g(t) < f(t) = g(t) + ait + as.

Assim sucessivamente
n—1
D f(t) = D"g(t)& f(t)=g(t)+ ) ait"
i=0
Por outro lado,

Dif(t) = Dpg(t) <
DUIPEW) = DI ()

Note que n é inteiro, entao de (3.16), podemos escrever

R0 = gl + Yt

(3.16)
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Aplicando o operador derivada em ambos os lados e usando o Teorema 3.4.1

n—1

TPgt) + ) ait'

1=0

Ft) = Dl bg()] + Dl liat]

DI f(t) = Dy

Y

Logo,
f(t) =g(t) + i a; DY P[], (3.17)

Analisando D °[t7] de (3.17) e usando o exemplo (3.4.1), obtemos

vy T(i+1) s

Dn ,Btz o t n+pB+i
R L(i—(n—pB)+1)

I'i—n+p8+1) '

Substituindo esse ultimo resultado em (3.17)

n—1

10 = a0+ Yo

7=

1) e

i—n+p+1)

_ )+ apD()tP—  a D (2)tP—H! ap_1I'(n)t?!
I'g—n+1) I'(f—n+2)

= gt) Fart’ T et? 4 e tt

= g(t)+ ) _et?.
j=1

Condigao suficiente. Aplicando o operador derivada em ambos os lados de (3.15)

zn: cjtﬁ—j] . (3.18)

j=1

Dpf(t) = Dry(t) + Dp

Entao, o segundo termo de (3.18) pode ser escrito como

algor] - rl(E)

J=1 Jj=1

= D) ).

Jj=1
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De acordo com o exemplo (3.3.1)

& » e t"IT(B—j+1
D [ZC”B ] - Yo"y

j=1 i=1
> (o)
Mas
D*t" 7] =0,

entao, segue que

D]B% [Z Cjtﬂ_j] = 0

j=1

Portanto, de (3.18) concluimos o resultado
Dipf(t) = Diy(t).
|

A préxima propriedade fornece a condicao para que a derivada segundo Caputo da
fungao f seja igual a derivada segundo Caputo da fungao g. A demonstragao sera omitida

pois é semelhante a anterior. Para mais detalhes, veja [51].

Teorema 3.4.3 A igualdade D f(t) = D2g(t) ¢ vdlida, se, e somente se,
f(t)zg(t)—i—chtﬂ_j, comt>0em—1<p<m.
j=1

n—1

Lema 3.4.1 J"D"f(t) = f(t) = > _ D*f(0)

k=0

tk
H'

Demonstragao: Usando o Principio da Indugao Finita, temos, para n = 1:

JDf(t) = i Df(s)ds
= (- 0)

- H- Y DO
k=0

Agora, suponha que a proprosicao seja verdadeira para n = m, Vm € N, ou seja,

FRDT ) = F(t) — S DRR(0)

k!
k=0
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Dai,

JEDT () = J[{mDm]f(t)

= f{t) - Dof ( t+D2f—0)t2+...+Dmmtm)

= ft) - Z D’“f(O)—

Portanto pelo Principio da Inducao Finita, vem

m

TUDUA(E) = ()= 0 DM FO0)

3.5 Funcoes de Mittag-Leffer

As fungoes de Mittag-Leffer sao importantes fungoes relacionadas ao célculo de ordem
nao inteira. Essas fungoes generalizam a fungao exponencial.

Definicao 3.5.1 A funcao de Mittag-Leffer de um parametro é dada por

k
x
Ei(z)=Y Rex>0.
(x) k:OF<04k+1) para v € R e x

Observacao 3.5.1 No caso em que o = 1, temos

o0 oox
ZF ;k_:

k=0

Dessa forma, podemos entender a funcao de Mittag-Leffer como uma generalizacao da
funcao exponencial.

Definicao 3.5.2 A funcao de Mittag-Leffer de dois parametros € dada por

;Fak‘+,ﬂ , parar € R ex > 0.
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Observagao 3.5.2 Se f =1, E,1(z) = E,().

= T oz
Propriedade 3.5.1 E, (z%) = E = 5 = cos h(x).
’ |
—~T(2k+1) = (2k)
o 2%k o 2k -
. o x B x _ sinh(x)
Propriedade 3.5.2 E,,(z°) = g T2k g O

e
I
o

Teorema 3.5.1 Considere a fungao de Mittag-Leffer de dois parametros E,, ,, para
ay, s > 0. A série de poténcias definida por E,, o,(2) € convergente para todo z € C. Em
outras palavras, E,, o, € uma fungao inteira.

A demonstracao pode ser encontrada em [52, 61].

3.6 Transformada de Laplace da Derivada de Riemman-
Liouville e Caputo

Introduziremos agora, os conceitos de transformada de Laplace da para a integral
fracionaria e para as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, bem como a transformada

de Laplace inversa para as derivadas.

Lema 3.6.1 A Transformada de Laplace da integral fraciondria é dada por

LI f)) = s LIf ()]

a—1
Demonstracao: Seja ®,(t) = o)’ Usando a defini¢ao de Transformada de Laplace e

o'
integrando, obtemos

Con®) = tim | [T e
a = bl{go F(CK)SO‘ ; e u ul,
1
- F(O[)SO‘ ( )a

Teorema 3.6.1 Seja f(t) = tP71E, 3(at®), a Tranformada de Laplace dessa fungio é
5P
LIf(1)] =

s& —



CAPITULO 3. CALCULO FRACIONARIO 58

Demonstracgao: Pela definicao de Transformada de Laplace e pelo Teorema 3.5.1, vem
Clf@)] = / e HPVE, 4(at®)dt
0
b a\k
t
= lim [ e 4! Z ((a—)dt

b—oo 0 o I'ak + B)

> b
— - lim —sttock—i-ﬁ—ldt

— (O{k’ + B) b—o0

0 ak sb - uak+6fl du
- kz Mok 7)o | ¢ g 5

00 ak sb
= lim / e Uy A1y,

% F(ak —+ ﬁ)so‘k+/8 b—oo Jq

0o ok
- Z ﬂsock7

S
HH
o

-8 (s_f") '
k=0

Pela convergeéncia da série geométrica, vem

s
L[f(t)] =
) = o
[
Teorema 3.6.2 Seja f(t) = t°~1E, s(—at®), a Transformada de Laplace dessa fungio é
598
t) = .
O e

A demonstragao serd omitida pois é semelhante a anterior.

a—p a—f
Definig¢ao 3.6.1 Seja f(s) = ,9(s) = i T A Transformada de Laplace inversa
s —a s+ a

dessas fungoes sao respectivamente:

L7Uf()] =" Baplat™) e L7'g(s)] = 77" Bop(—at®).

—_

Propriedade 3.6.1 L[D™f(t)] = s"L[f(t)] — DM f(0)sm1F,
0

3

i

A demonstracao pode ser encontrada em [48].

Teorema 3.6.3 A tmnsformag:ao de Laplace da Derivada de Caputo de ordem [ € dada

por ﬁ[Dgf( ZD(k )sP L em que L[f(t)] = F(s).
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Demonstragao: Pela Definicao 3.4.2 e aplicando a Transformada de Laplace

LIDLFD)] = L™ P(D™f(©)],
= s PLID™F(L)).

Usando a Propriedade 3.6.1, temos

LIDLF®)] = s P smLlf(0] = Y DPF0)s™ 7

Teorema 3.6.4 A Transformada de Laplace da Derivada de Riemman-Liouville de ordem

B € dada por LIDYf(t)] Z DB Jm=B£(0)s™ k=1 em que L[f(t)] = F(s).

Demonstragao: Pela Definicao 3.4.1 e aplicando a Transformada de Laplace vem

LIDRf®)] = LD f (1))

Usando a Propriedade 3.6.1 e o Lema 3.6.1

3

LIDLF®] = s"[s LI B] = Y DRI f(0)sm 1k
m—1 o
— D Jm ,Bf §m 1—k'
k=0

Definicao 3.6.2 A Transformada de Laplace inversa de Dgf(t) e Dgf(t) ¢ dada por

D® f(0)s* 1 = DLf(),

m—1

k=0

m—1

k=0
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3.7 Desigualdades Diferenciaveis Fracionarias

Nesta secao, introduziremos alguns resultados importantes para o estudo do proximo
capitulo.
Seja D C R" e f:[0,00) x U — R™. Considere o seguinte problema de valor inicial

nao-linear de ordem fracionéria com 0 < g < 1,

Dia(t) = f(t 2), (3.19)
z(ty) = xo. (3.20)

Usando a teoria desenvolvida em [61] podemos provar o préximo teorema, mas por se
tratar de um resultado classico a prova sera omitida.

Teorema 3.7.1 Seja f : [0,00) x D — R™ uma func¢ao continua, limitada e localmente
Lipschitz na sequnda varidvel x. Entao existe uma unica func¢ao x : [to,tg + o] — D,
solugdo do problema (3.19)-(3.20). Além disso essa solugdo satisfaz a equagao integral

x(t) = xo + /to %f(s,x(s))ds. (3.21)

Definicao 3.7.1 A funcao f € dita Hélder continua se existem constantes nao negativas
C,v tais que

I f(x) = fy) IS Cllz =yl

para todo x,y no dominio de f. A constante v € dita expoente de Holder.

Observagao 3.7.1 Vamos denotar por C°*(Q) o espaco das fungoes Holder continuas
definidas em €, um subconjunto aberto de R™ com 0 < v < 1.

Lema 3.7.1 Seja m : R, — R localmente Holder continua com expoente 0 < q < v < 1,
tal que para qualquer t; € (t,00), temos m(ty) = 0 e m(t) < 0 para todo ty < t < ty,
entao DEm(ty) > 0.

Demonstracgao: Pela definicao 3.4.1, a derivada de Riemann-Liouville pode ser escrita

como L a .
Dim(t) = {/ t—slqlmsds} e p=1-—gq,

fontt) = 50 | [ (6= )
defina H(t) = [J(t — s)""'m(s)ds
Seja h > 0. Como (t; — s)P~! (t1 —s—h)P~1 <0 para 0 < s <t — h, obtemos

H(ty) — H(ty —h) = (t1 — 8P tm(s)ds — /0 - (t1 —h — 8)P"'m(s)ds

\/Otl h
= [l = s b sy

+ /:h(tl — s)P'm(s)ds

/t 1t1h(t1 P Um(s)ds = Iy,
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Por outro lado, sabemos que m é localmente Holder continua, entao existe uma constante

k(t1) > 0 tal que | m(t;) —m(s) |< k(t1)(t; — s)* assim obtemos que

—k(t)(t, — 5)* < m(s) < k(t)(t — s).

Logo,
t1
[2 2 —/ (tl—S)pilk‘(tl)(tl—S))\dS
t1—h
t1
N _/ (tr — )" h(t1)ds
t1—h
t — 5P
- [
p t1—h
hP+A
= k(ty).
P+ A (t1)
Portanto,
hPTA
H(ty) — H(ti — h) — k(t;) > 0.
(1) = H{ty = h) = = (1) >

Dividindo tudo por h e aplicando o limite vem

. H(ty) — H(t; — h) ppTA-L
lim —
h—0+ h p+ A

De onde obtemos H'(t;) > 0 assim podemos concluir que D§m(t;) > 0.

O préximo resultado estd provado em [54].

Lema 3.7.2 Suponha que > 0,c(-) uma fun¢do ndo negativa, nao decrescente e local-
mente integravel em [0,T) para algum T < 0o, g(-) € uma fun¢do continua, nao negativa,
ndo decrescente definida em [0,T) e M > 0 tal que g(t) < M e seja também u(-) uma
fungdo nao negativa e localmente integravel em [0,T') tal que

) < )+ g(0) [ (1= 5" Muteyas,

em [0,T). Entio u(t) < c(t)Es(g(t)L(8)t7).

Proposicao 3.7.1 Seja f(t,z,\) continua em (t,x,\) e localmente Lipschtz em x (uni-
formemente em t e X\) em [to,t1] X D x {||A — Xo|| < ¢} onde D C R™ é um conjunto
convezo. Seja y(t, Ng) uma solugdo do problema de valor inical

{ D%Qf(t) = f(tVZ'a)\O)a
l'(to,)m) = Yo € D.
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Suponha que y(t, \o) € D, para todo t € [ty,t1]. Entdo dado € > 0 existem 6 > 0 e unica
2(t, A) solugao do problema de valor inical

{D%:L‘(t) = f(t,:L‘,)\),
Qf(t(),)\) = 20,

definida em [to, t1] tal que se ||zo—yol|| < 0 e [|[A=Xo|| <, temos que ||z(t, \)—y(t, Xo)|| <€,
para todo t € [tg,t;].

Demonstragao: Pela continuidade da solugao y(t, Ag) em ¢ e a compacidade do intervalo
[to, 1], temos que y(t, \g) é limitada em [ty t;].

Defina o conjunto U = {(t,z) € [to,t1] X R™ : ||z — y(t, Ao)|| < €} e suponha que
U C [to,t1) x D. Se U ¢ [to,t1] x D, podemos escolher €; < € tal que U C [tg,t1] x D.
O conjunto U é compacto, portanto f(¢,x,\) é Lipschitz em = € U com constante de
Lipschitz L. Pela continuidade de f em A, para qualquer n > 0 existe 8 > 0, (5 < ¢) tal

que
||f<t,l’,)\) - f(t>x>>‘0)|’ <1, V(t,&?) eU e H)‘ - )‘OH < B
Sejan < € e || zo— yo ||< n. Considere o problema

{Dg:c(t) = [tz ), (3.22)

J)(to) = 205

Pelo teorema de Existéncia e Unicidade, existe uma tnica soluc¢do z(t,\) para (3.22)
definida em [to,to + AJ]. Considere o intervalo [tg, 7] em que (7 < t1), entdao y(t, o) ¢

solucao de
Dgx(t) = f(t7 z, /\0>7
I(to) = Yo,
e z(t, A) é solugao de
Dia(t) = f(tz,N),
J)(to) = 20-

Portanto, y(¢,\) e z(t, \) sdo solugoes das equagoes integrais, respectivamente

y(t, o) = yo+/t @;(—Sq)q_lf(s,y(s,)\o),)\o)ds
2(t,N) = z0+/t %f(s,z(s,)\),/\)ds.

Logo, para t € [to, 7] e usando o fato que f é Lispchitz obtemos que
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(6. — ot o)
< o= wnll gy [ (6= 9 (s, 2(520,3) = Fls.pls ). M)

F(Q) to
1 t .
<l = sl + / (t— )71 £ (5. 2(5,0), A) — F(s. (5. o), ) |ds
+ﬁ /to (t - S)q_1||f(3ay(s> /\0)7 /\) - f(say(‘s?/\O)?)‘O)HdS
< Hwdeﬁ / (t — )7 Ll|2(5, A) — y(s, ho)ds
+ﬁ/t()<t—s>qlilA—Aorrds
S Mgyt W/m(t_ $)77H|2(s, A) — (s, Xo)l|ds
1 q L ! q—1 _
< n <1+F<q—+1)<f—to> ) *W/to (t — 57125, A) — (s, o)l ds.

Pelo Lema 3.7.2, temos

|2(t,2) =y NI < 7 (1 + I'(g+1)

Pelo fato de y(t, \g) ser limitada em [tg, 7) vem

208, DI < {1208 A) =y M)l + ly (£ Aol < k(7).

1
I'(1+q)
, resulta que [|z(t, A\) — y(t, Ao)|| < €, desde que ||zo — yo|| < §

Utilizando esse fato, podemos estender a solugao até 7 = t;. Tomando M = 1+ (T—
€

to)? =

of N = A 1

e ||\ — Xo|| < & para 6 = min{n, 8}.

n
Lema 3.7.3 Se z(-) € solugao do sistema
Dez(t) = f(t 2 M)
3.23
{ Z(to) = Ug ( )

entdo, z(.) € C.

Demonstracao: Inicialmente mostraremos que se 0 < t; <ty entao (th — 1) < (to —t1)?.
Para isso, defina a fungao f(t) = (t — 1) — (t? — 1), 0 < p < 1. Pelo fato que f'(t) > 0

obtemos que f(-) é crescente para ¢t > 1. Portanto se ¢ > 1 temos que f(t) > f(1) = 0. Por
t t t th

outro lado, se 0 < t; < ty entao t—2 > 1. Logo (t_2> > 0, portanto (t_2 —1)P— <t_’2’ —-1) >0,
1 1 1 1

de onde segue que (t5 — t) < (to — t1)?. Por outro lado a solugao do problema (3.23) é
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equivalente a equacao integral

t _ o)e—1
) = ot [T st s
t
Seja tl S t27

At N) — 211, ) |
" (ty — )1 " (= 51!

F(s,2(5, \))ds —/ F(s,2(s,\)ds |

), T )

= (e - ) s s omas s [T s st s |
M " -1 _ — 5)9 Yds ﬂ " — 5)91ds

< W/ (t2 — 5)7 = (ty — 5)7)d +r<q>/t1 (ts — sy ds,

Fazendo t; — s = u;, 1 = 1, 2 respectivamente, obtemos

| 2(t2, A) = 2(t1,A) ||

M to—to 1 t1—to 1 to—1t1 )
< — / ud™ duy — / ul™ duy + / ud” dug
to—t1 0 0

['(q)

o (-
e = — | — + | —=
Do) \Lal,, Lalo ql,

M . q
- m((tg—to) — (t1 —t0)7)
< m[tz—to—(tl—tﬂ)]q
My

= T

O préximo resultado é um resultado de desigualdades diferenciaveis para fungoes es-

calares.
Teorema 3.7.2 Considere o sistema escalar de ordem fraciondria
Diu(t) = f(t,u), q€(0,1),
U(to) = Uy,

f € localmente Lipschitz em u(-), para todot > 0 e todo u(-) € J C R. Seja [ty, T) (T < o0)
o intervalo maximal de existéncia de u(-), e suponha que u(t) € J, para todo t € [ty, T).
Seja v(-) € C*™ com q < v < 1, satisfazendo

Div(t) < f(t,v(t))
v(ty) = wuo,

com v(t) € J, para todo t € [ty,T). Entao v(t) < u(t), para todo t € [ty,T).
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Demonstracgao: Considere o problema auxiliar

{Dgz(t) = f(t,2(t) + A

Z(to) = Ug,

onde A > 0, em qualquer intervalo [to, t;]. Pela Proposigao 3.7.1, dado € > 0, existe § > 0

tal que se A < 0 entdo a unica solugao z(t, \) definida em [to, t1] satisfaz
|2(t, \) —u(t)] <e, VtEe lty,t]. (3.24)

Inicialmente vamos mostrar que v(t) < z(t, A), para todo t € [tg,t;]. A demonstragao
sera feita por reducao ao absurdo. Suponha que o fato anterior nao acontece, entao
existem a, b € (o, t1] tal que v(a) = z(a, \) e v(t) > z(t, \) para a < t < b. Defina m(t) =
v(t)—z(t, \). E facil ver que m(t) < 0, para todo ¢ € [to, a] e que m(a) = v(a)—z(a, A) = 0.
Logo, pelo Lema 3.7.1

Di(m(a)) = Dg(m(t) —m(to))|i=a
M > 0.

= Dim(Olima = mlto) " 7 5= 2

Entao,

Dlv(a) > Diz(a,\) = f(a,z(a,\) + > f(a,v(a))
Diw(a) > fla,v(a)),

o que é uma contradicao.

Agora vamos mostrar que v(t) < u(t), t € [to,t1]. Se a afirmacao ¢é falsa, existe
v(a) = u(a)

2
v(a) — z(a, ) = v(a) —u(a) + u(a) — z(a, A). (3.25)

a € (to, t1] tal que v(a) > u(a). Seja € =

Mas por (3.24) temos que u(t) — z(t,A) > —e¢, logo de (3.25) vem

v(a) — z(a,\) = 2e¢+u(a)— z(a, ),

> 26— €=rF¢,

isso contradiz o fato de que v(t) < z(¢, A).

Desde que o resultado é verdadeiro para qualquer intervalo compacto, nés podemos
concluir que a desigualdade acontece para todo t > t;. Com efeito, se a desigualdade nao
acontece para todo t > tg, seja T" < 0o o primeiro valor ao qual a desigualdade é falsa
e A > 0. Portanto v(t) < wu(t) para todo t € [tg,T) e por continuidade v(T) = u(T) e

v(t) > u(t) para t € (T, T + A]. Portanto, pelo mesmo argumento usado na discussao de
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[to, t1] também funciona em [to, 7.
No proximo teorema enunciamos um resultado de comparagao para sistemas de equagoes

diferenciais de ordem fracionaria, para isto, introduzimos a seguinte funcao.

Definigao 3.7.2 Um vetor v € dito ndo negativo (respectivamente positivo) se toda com-
ponente v;,i = 1,...,n, é ndo negativa (respectivamente positiva). Denotamos um vetor
ndo negativo (respectivamente positivo) por 0 << v (respectivamente 0 << v.)

Observacao 3.7.2 Sejam u = (uy,ug,...u,),v = (v1,v9,...,0,) € R" dizermos que
v << u, isto € v precede u € equivalente a dizer que u; > v;,1,2,...n.

Teorema 3.7.3 Considere o problema de valor inicial

Dix(t) = f(t,x(t)), (3.26)
x(to) = o, (3.27)

em que [ : [to,T) x M — R™ € uma funcao continua em t, M C R™ é um subconjunto
aberto, 0 € M e existe uma constante L > 0 tal que para todo u',u” € Q C M,

If(t ) = ftu”) I< Lo —u” |t € [t,T), (3.28)

Seja u(t),t € [to,T) uma solugcdo do sistema (3.26)-(3.27), se existe um vetor v =
(U1, Um) ¢ [t0, T) = M tal quev; € C% q<v<1l,i=1,....n,e

Diwv(t) << f(t,u(t)),t € [to, o),
entdo v(ty) << ug,ug € M, implica que v(t) << u(t),t € [to, T).
Demonstracgao: Considere o seguinte sistema
Diz(t) = f(t, z(t)) + AE, 2(0) = uo, (3.29)

onde A\ é uma constante e £ = (1,...,1)7. Para um intervalo compacto [to,#;] pela Pro-
posicao 3.7.1, para todo € > 0 existe § > 0 tal que se A < ¢, entao existe uma tunica

solugao z(t, \) definida em ¢ € [ty,t1] e
[|2(t, A) —u(t)||m <€ V€ [ty t1] (3.30)

em que a norma ||-||p; := max{|-|,...,|-|} definido como o valor maximo dos componentes.

Inicialmente vamos mostrar que
u(t) << 2(tN), t € [t t]. (3.31)

Suponha que a afirmagdo dada em (3.31) seja falsa, entdo pode haver a,b € [ty, 1] de
tal forma que para pelo menos um i € {1,...,m}, ocorra v;(a) = z;(a, \), v;(t) > z(t,\)

e v;(t) < zj(t,\) para todo t € (a,b], 7 # i ej = 1,..,m. Seja o conjunto m;(t) =
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v;(t) — zi(t, \). Pela discussao semelhante ao Teorema 3.7.2; obtemos
Diwvi(a) > D¢ zi(a, N) = fi(a, z(a,N)) + X > fi(a, z(a, \)), (3.32)

o que contradiz a desigualdade D¢v(t) << f(t,v(t)), desde que z;(a, \) = v;(a).
Provaremos agora que v(t) << u(t) para todo t € [tg,t;]. Novamente, suponha que essa

afirmagao ¢ falsa, entdo pode haver a € (to,t;] e pelo menos um i tal que v;(a) > wu;(a).

(vi(a) — ui(a))
2

Tomando € = e usando a equagao (3.30), temos

vi(a) — zi(a, ) = vi(a) —wi(a) +u(a) — z(a, \) > ¢,

o que contradiz o fato de que v;(t) < z(t, \) para todo t € [to,t;]. Assim mostramos que
v(t) << wu(t) e concluimos que isso é verdade para t € [to,t1]. Se ndo fosse, tomemos
T < oo e A > 0. Daf resulta pela continuidade que v(t) << wu(t) para todo t € [ty,T),
vi(T) = wi(T) e vi(t) > ui(t), t € (T, T + A]. Entao a mesma discussao para [to,t;] vale
para [to, T].



Capitulo 4

MODELO MATEMATICO DA BABESIOSE FRACIONARIO

Neste Capitulo, apresentamos o modelo fracionario para a Babesiose Bovina e faremos
o estudo da estabilidade local e global para os pontos criticos do sistema de ordem nao

inteira.

4.1 Modelo Matematico

Utilizando as hipdteses citadas no Capitulo 2, o sistema de equagoes de ordem fra-

cionaria para a doenca da Babesiose é dado por

~il

( DLSp(t) = up(Sa(t) + Cp(t)) + asCh(t) — upSp(t) — BeSe(t) 32
DUIs(t) = usTo(t) + BpSp(t) 229 — upTu(t) = AsTn(t),
§ D&Cy(t) = Aplp(t) — [us + aplCp(t), (4.1)
DgSc(t) = po(Sc(t) +ple(t)) — ﬁcgc(t)%i((?) — peSe(t),
| Delo(t) = 5050%3((% + (1 =pluclo(t) — polo(t).
Simplificando o sistema (4.1) temos que
[ DLSH(t) = (up+ap)Ths(t) - BuSn(t) 22,
DEIs(t) = BeSp(t)22s — AsTp(t),
DLC(t) = Aplp(t) — [up + aplCh(t), (4.2)
Dg.Sc(t) = peple(t) = BeSc(t) %1;((?)
\ DElo(t) = 5050%’2((% — puclco(t).

68
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Por outro lado,
Sp(t)+Ip(t)+Cp(t) = Np(t) e Ic(t)+ Sc(t) = Ne(t). (4.3)

Como na modelagem do nosso problema estamos considerando a populacao constante,

segue que

D%(Sp(t) + Ip(t) + Cp(t)) = DLNg(t) =0, (4.4)

D¢(Sc(t) + Ic(t)) = DENe(t) = 0. (4.5)

Todos os parametros desse modelo sao nao-negativos, como o campo definido pelo
lado direito do sistema (4.2) é de classe C! em R%, podemos deduzir que é localmente
Lipschitz, usando a teoria de equagoes de ordem fracionaria, pelo Teorema 3.7.1, é possivel
provar que o sistema acima possui uma tnica solucao (Sp(t),Ip(t), Cp(t), Sc(t), Ip(t))
em R em relagdo as condicdes iniciais, além disso, as solugdes estao definidas para todo
t > 0 e permanecem nesta regiao.

Introduzindo as proporgoes
_ Sa() I5(t) Cx(t) Sc(t) Ic(t)

=N I5(t) , Op(t) = , Seft) = , lo(t) =

Ss(l) " Nt Np(t) ~ Ne(t) ~ No(t)’

em (4.2) e dividindo as equacoes (4.3) por Np(t) e No(t), respectivamente, temos
SB<t) + IB(t) + CB(T,) =1le ]C(t> + Sc(t) =1.

Substituindo no sistema (4.2), vem

.

Dg.Sp(t) = (up+ap)(l = Sp(t) — Ip(t) — BeSE(t)1c(t),
D¢ Ip(t) = BeSp(t)Ic(t) — Apls(t),
—D&(Sp(t) +Is(t)) = Aplp(t) — (us +ag)(1—Sp(t) — Is(t)), (4.6)
—D¢Ic(t) = peplo(t)) — BeSc(t)Is(t),
{ D Ie(t) = Bo(1 = 1o(t))Is(t) — peplc(t).

Obtemos um sistema de ordem fracionaria equivalente que descreve a dinamica da po-

pulagao de bovinos e carrapatos

DESp(t) = (up+ap)(l—Sp(t)—Ip(t) — BeSe(t)Ic(t),
D¢Ip(t) = BeSp(t)Ic(t) — Aplp(t), (4.7)
DeIc(t) = Bo(1 = 1c(t)Ip(t) — pepla(t),
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definido na regiao Q = {(Sp, Ip,Ic) : 0 < Sp+Ip <1,0<Is <1}

Proposicao 4.1.1 A regigo Q = {(Sp,Ip,Ic) : 0 < Sp+Ip<1,0<1Ic <1} éum
conjunto positivamente invariante para o sistema (4.7).

Demonstracao: Suponha inicialmente que Sg(0) + Ig(0) < 1 e que I(0) < 1. No
sistema (4.7), somando a primeira com a segunda equagao temos

DL(Sp(t) +Is(t)) = (us+ ap) — (us + ap)(S(t) + Is(t)) — Apls(t)
< (us+ap) — (us +ap)(Ss(t) + Is(t)).

Aplicando tranformada de Laplace na desigualdade acima obtemos

N L[(S(t) + Is(t)] — X' (SB(0) + 15(0)) < (us+ 043)% — (B + ap)L[Sp(t) + Ip(t)],

assim

(X + pp + ap)L[(Sp(t) + Ip(t))] < (up+ 043)% + A"71(Sp(0) + I5(0)),

disto segue que

)\0—(1+9) Pt

L[(Sp() + Ist)] < (up+ as) (55(0) + 15(0)).

_l’_
M+ pup+ag N+ pupg+ag
Aplicando a £71, pela defini¢ao (3.6.1) e usando a identidade para a fungao de Mittag-

1
Leffer E, 3(2) = 2Eq a+8(2) + =<, obtemos

(Sp(t) + Ip(t))
< ' Epppa (= (s + ap)t’) (s + a) + Eoi(—(us + ap)t®)(Sp(0) + 15(0))
< Eppii(—(up + ap)t®)(up + ap) + Bo1(—(up + ap)t’) = 1.

Portanto temos que 0 < Sp(t) + Ig(t) < 1.
Por outro lado, do sistema (4.7) resta analisar a equagao
DGIc(t) = Bo(l—Ic(t)Is(t) — peple(t) (4.8)
< (B +nc) — (Bp + pep)le(t). (4.9)

Procedendo de forma semelhante ao que fizemos no caso anterior, segue que 0 < Io(t) < 1.

Provamos dessa forma que €) é positivamente invariante.



CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO DA BABESIOSE FRACIONARIO 71
4.2 Analise do Modelo

Nesta secao, estudamos a existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio do sis-
tema (4.7). Esta andalise nos permite estudar diferentes cendrios relativos a propagacao
da doenca Babesiose na populacao bovina causada por contato direto com carrapatos

infectados. Para isso, vamos usar o seguinte parametro, dado por [3].

_ BeBec

Ry = .
* 7 Apuep

(4.10)

Agora, introduziremos um teorema de estabilidade para sistemas de ordem fracionaria.

Seja A € M, «,(R), definimos o sistema linear homogéneo

{Dgx(t) = Az(t)

4.11
z(0) = . (4.1)

Defini¢ao 4.2.1 Dizemos que a solugao do sistema linear (4.11) é estdvel se para todo
€ > 0, existe 0 > 0 tal que se || zo ||< § entao || z(t) ||< €, para todo t > 0; o sistema
linear (4.11) € dito assintoticamente estdvel se é estdvel e se além disso limy_,o x(t) = 0.

O préximo resultado nos diz como funciona a estabilidade do sistema linear semelhante

ao da teoria de Equagoes Diferenciais Ordinarias.
Teorema 4.2.1 [56] A origem do sistema (4.11) € assintoticamente estdvel se, e somente

7r

se, larg(\;)| > - ¢ satisfeita para todos os autovalores da matriz A. Além disso, este
O

sistema € estdvel se, e sd se larg(A\;)| > > é satisfeita para todos os autovalores da matriz

m
A com esses autovalores criticos satisfazendo |arg(\;)| = > tendo um de multiplicidade

geomeétrica.

Considere o seguinte sistema de ordem fracionéria

{ Dla(t) = fla(t))

4.12
z(0) = . (4.12)

Definigao 4.2.2 Dizemos que E ¢ ponto de equilibrio de (4.12), se e somente se, f(E) =
0.

Defini¢ao 4.2.3 O ponto de equilibrio E do sistema auténomo (4.12) é dito estdvel se
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se || xg — E ||[< ¢ entdo || z(t) — E ||< €, para todo
t > 0; o ponto de equilibrio E do sistema autonomo (4.12) € dito assintoticamente estdvel
se ¢ estavel e se limy_,, x(t) = E.

Teorema 4.2.2 [57] Os pontos de equilibrio do sistema (4.12) sao localmente assintoti-

camente estdveis se todos os autovalores \; da matriz Jacobiana J, calculada nos pontos
g . Or
de equilibrio satisfazem |arg(X;)| > >
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Introduziremos agora os pontos de equilibrio para o modelo fracionario.

4.2.1 Pontos de Equilibrio do Modelo

Teorema 4.2.3 O sistema (4.7) tem pontos de equilibrio Ey = (Sg,, Ip,,Ic,) = (1,0,0),
que € o ponto de equilibrio livre da doenca, para todos os parametros do sistema, e se
Ry > 1, entdo hd um tnico ponto de equilibrio endémico Ey = (Sp,, Ip,, Ic,) no interior

de €.

Demonstragao: Denotamos por Sp,, Ip,, [, os pontos de equilibrio do sistema (4.7),
onde o estado constante ¢ D%Sp = 0, D%Ip =0, D%Is =0, para todo t > t5. Os

pontos de equilibrio sdo os mesmos encontrados para o sistema (2.13)
1. O ponto livre da doenca Fy = (Sp,, Ip,, Ic,) = (1,0,0),

2. O ponto de equilibrio endémico Ey = (Sg,, Is,, Ic,), onde

Ag(ap + pup)Bc + (ap + pup + Ap)Ap

o, Belas(Bp + Ag) + Apus + Be(As + pp)]’
1. (uB + aB)(BcBp — AjcD)

b Belap(Bp 4+ Ag) + peAp + B(ps + Ap)]’
L. — (ap + np)(BebBc — Appcp)

“ (ap + pup)Befo + (a + s + Ag)Bppcp

A demonstracao da unicidade de Fs no interior de €2, é semelhante aquela feita no capitulo

2 para o Teorema (4.2.3).

4.2.2 Analise de Estabilidade

Lema 4.2.1 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doen¢a (Ey) € localmente
assintoticamente estdvel.

Demonstracao: A matriz Jacobiana do sistema (4.7) é

_(ﬂB +ap + 5310) —(,UB + OéB) —BBSE
J(Sp,Ip,Ic) = Belc —AB BeSB : (4.13)
0 Be(l—1c) —IpPe — pep
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Portanto, temos que

—(pus +ap) —(us+ap) —PBs
J(E)) = 0 —Ap Op
0 Be —Hcp

O polinémio caracteristico obtido de det(J(E;) — A\y) =0 é
P(A) = X + a1\ + ag\ + as,
onde
® ay =ap+ pp+ Ap + fiep,
® ay; = —apAp — Qplicp — UBAB — UBpcP — Apcep + BelBs,
® a3 = —apAppcp — ppAspcp + BeBoas + BeBeis.
Os autovalores correspondentes para o ponto de equilibrio F; sao
(A5 + pep) + VA

— —(\p + — VA
)\1 = _(MB—f‘CYB), >\2 = 9 , € A3 = ( b 'LLQCP) )

entretanto, Ry < 1, assim obtemos

A (A — pep)® + 4BsBc,
2+ puzp? — 2\ puep + 48s6c
< Ap A+ pep® + 2Xpuep

= (Ag+ pep)?

E f4cil ver que A1 e A3 sao negativos. Por outro lado,

N, —Qstpen) + VA
2 Y

- —(AB + pep) + (A + pep)
2 )

_ —Qstpep) + A+ pep) _
5 .

Portanto Ay < 0, logo todos os autovalores da matriz Jacobiana em FE; sao negativos,
desta forma |arg(\;)| = m, @ = 1,2,3. Logo pelo Teorema 4.2.2, temos que o ponto de

equilibrio livre da doenca E; é localmente assintoticamente estavel.

Teorema 4.2.4 Se Ry < 1, entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (E4) € globalmente
assintoticamente estdvel.
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Demonstracao: Suponha que (Sgp(t), I5(t), Ic(t)) é uma solucdo do sistema (4.7). Fa-

zendo a mudanca de varidavel L = 1 — Si obtemos o novo sistema

D&Lp(t) = —(pp+ap)Lp(t) + (us + ap)ls(t) + Belo(t) — BeLp(t)lo(t),
DlIg(t) = Bp(l— Lp(t)Ia(t) — Aplp(t),
D¢Ic(t) = Bo(l—Ie(t)I(t) — poplo(t).

Pelo fato de

—(uB +ag)(Lp(t) = Ip(t) + Be(lc(t) — BeLp(t)Ic(t)) < —(up+ag)(Ls(t)—Ip(t))
+Bplc(t),
Bu(1 = Lu) () — Asls(t) < Bplo(t) — Asln(t),
Bo(1 = Ic(t)IB(t) — pople(t) < Belp(t) — peple(t),

IN

temos que (Lg(t), Ip(t), Ic(t)) satisfaz o sistema de desigualdades diferenciais
D{.Lp(t) —(up + ag)Lp(t) + (us + ap)Ip(t) + Belc(t),

DLIg(t) < PBpla(t) — Aplp(t),
DGIo(t) < Belp(t) — peplo(t).

IN

Por outro lado, seja (X (t),Y (t), Z(t)) solucao do sistema de ordem fracionario

DIX(t) = —(up+ap)X(t)+ (up+ap)Y(t)+ BsZ(t), (4.14)
DY (t) = BrZ(t) — ApY (1), (4.15)
D¢Z(t) = BeY(t) — pepZ(t), (4.16)

com condicoes iniciais (X (to), Y (o), Z(t0)) = (Xo, Yo, Zo) € €.

Os autovalores do sistema (4.14)-(4.16) sao dados pelo determinante da seguinte matriz

—(up+ap) (up+ap) fBp
0 —)\B 6B )
0 Be —cp

de onde obtemos que

—(A\g + pep) — VA
2 b

—(A\g + +VA
)\1 = —(,UB—FO!B), )\2 = ( B 'uch) , € )\3:

em que A = (Ag — uep)? + 46508¢.
Como Ry < 1 podemos inferir que todos os autovalores tem parte real negativa,

portanto |arg(x;)| = m, i = 1,2,3 dai concluimos pelo Teorema 4.2.1 que tlim X(t) =
—00
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0, tlgglo Y(t)=0e tli>nolo Z(t) = 0.

Pelo principio da comparagao, dado pelo Teorema 3.7.3, temos que as trajetorias
(Lp(t),I(t), Ic(t)) convergem para (0,0,0), disto segue que (Sg(t), I5(t), Io(t)) conver-
gem para o ponto de equilibrio livre da doenga E; = (1,0,0), desde que Ry < 1. Desta
forma finalizamos a demonstracao.

Mostraremos agora a estabilidade local do ponto de equilibrio endémico Es. Para isso

introduzimos a seguinte definicao e faremos uso do préximo Lema. Para mais detalhes
veja [58].

Definicao 4.2.4 Se A = a;; € uma matriznxn, entao a k-ésima matriz aditiva composta

AFl de A ¢ ( Z ) X ( Z ) dada por AM = |D(I + hA)®| =0, onde D ¢ a diferencial

em relagdo a h. Para algum inteiro i =1, ..., , seja (i) = (iy, ..., 1) 0 i-€simo termo

n
k
na ordenacgao lexicografica de todas as k — tuplas de inteiros de forma que 1 < iy < iy <
e <ty < 1y,. Entao

Qiyiy + -+ i, se (1) = (4)

bij = (=1)"*%a; ., se wma entrada is de i ndo ocorre em (j) e js nao ocorre em (i)
0, se (i) difere de (j) em duas ou mais entradas

Observacao 4.2.1 Para o caso em que n =3, as matrizes A sio

a1l + aoa 23 —a13
1 _ 9 3 _
Al = A, APl = aso a11 + a33 ai2 ; AP = )y +ag + ass
—asy a1 Qo2 + ag33

Lema 4.2.2 Seja M uma matriz real 3 x 3. Se tr(M) < 0, det(M) < 0 e det(M?) < 0,
entao todos os autovalores de M tem parte real negativa.

A demonstracao pode ser encontrada em [44].

Teorema 4.2.5 Se Ry > 1 e se os parametros ug + ag > Bc e up + ag > PBg, entao o
ponto de equilibrio endémico Eo € localmente assintoticamente estavel.

Demonstracao: A matriz Jacobiana do sistema (4.7) no ponto de equilibrio endémico é

dada por (4.13). Com isso mostraremos que as seguintes condi¢oes sao satisfeitas.
o tr(J(Ey)) <O0.

Pelo fato que tr(J(Fs)) = —(up + ap + Bplc) — Ag — IgBc — pep < 0 segue de forma

imediata.

o det(J(Es)) < 0.



CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO DA BABESIOSE FRACIONARIO

76

Para mostrar a desigualdade faremos uma simplifica¢ao no sistema (4.7), de onde vem

_( +a ) _ BBSBIC \n — ﬁBSBIC _ /80(1 - -[C)IB
KB B 1-Sp—1z BT 1 HcP .
Substituindo (4.17) na matriz (4.13), temos
Bele(l—1I5)  PBpSslc _BsS
1_SB_]B 1—SB_IB Bep
Sl
dt(B) = | pale  -PEEC s
I
0 Be(l - Ic) —% Z
c

Dai

det(J(Ey)) = [G%) (_5Bf;3]c) (_5?53

BeSplcBclp

BpSpBe(l — fc)) + (

1—SB—IB

_{Cﬁﬂﬁ_b> (1—Ss — Ip)lc

(1—SB_IB>IB[C 1—SB_IB
BpSplcBplcfcls
—BrS 1, 1—-1¢) —
BeSeBelcPo( o) (1-Sp—1Ip)lc

(1—-Sp —1p)Iplc(l — I)BrSELclc

- — BeSBBBIcAc(1 — Ic)

(1 _SB —IB)[ch(l _SB _IB>

_ BBSBlcPplchcls
(1 — S — ]B)IC
(1—=Sp—1Ip)Iglc(1—1Ip)
= —f(5S I + 1-1
BeSeBclc (1= Sp — I nlo(l — Sp — Ip) Br( c)
_ BeSpPclcBrlcls
(1—-Sgp—1Ip)lc

(4.17)

) — [8SEBBIcHc(1l — fc)]}

o)

_ {_ Bplc(1 —1B)BSelcfelp n Blc(1 —1p)BSBBc(1 — Ic)

Portanto, como todos os parametros sdo constantes e positivos, segue que det(J(Es)) <

o det(JP(Ey)) < 0.
Seja JIZ(FE,) a matriz aditiva composta.

M - )\B ﬁBSB BBSB
JE(By) =| o — Bole M+K —(up+ ag)
0 Bele —(\p+K)

em que M = —(up +ag + Belc) e K = —(IpBc + pep). Logo, calculando det(JP(E;))
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e usando a hipdtese 0 < 1 — I < 1, obtemos

det(J2(E,))
= —[(us+ap+ Belo+ Ag)(us + ag + Belc + IpBo + ep)(As + IpBe + pep))
+B8pSplcBc(l — 1c)Bp — (B + ap + Bplc + Ap)(up + ap)Bplc
+88SpBc(l — Ic)(Ap + Ipbc + pep)
= —[(up+ap+ Bplo+ Ap)(us + as + Bplc + IpBe + uep)(As + IpBe + pep))
+Bp5p8c(1 — Ic)[lcBr + Ap + IpBc + pep)
—(ps +ap + Belo + Ap)(up + ag)Brlc
—[(uB + ap + Bplc + Ag)(us + ap + Belc + IpBc + pep)(As + IsBc + pcp))
+BpBc(IcBp + Ap + IpBc + nep) — (ke + ap + Bple + Ap) (s + ap)Bplc
= —(Ap +Isfc + puep)l(us + ap + Bele + Ap)
(up + ap + Belc + IpBc + pop) — Bebe] — Belcl(ps + ap
+Bplc + A)(1B + ap) — Brfcl

IN

Analisando os termos da igualdade acima e usando as hipdteses up + ap > (¢ e

pp + ap > Bp, vem

(ug +ap+ Bplc + Ap)(us + ap + Belc + Ipfc + pep) > Brbe

(1B + ap + Belo + Ag)(us + ap) > Brfe.

Dai det(J?(E;)) < 0 e pelo Lema 4.2.2 o ponto de equilibrio endémico é localmente

assintoticamente estével.

4.3 Simulacao Numérica

Nesta secao, para verificar a validade dos resultados obtidos, foram feitas algumas
simulagoes numéricas para o sistema de ordem fracionaria para a doenga da Babesiose

Bovina.

4.3.1 Ponto de equilibrio livre da doencga

Para o ponto de equilibrio livre da doenca, simulamos um quadro em que a trans-
missao da Babesia é desacelerada com Sz = 0,0003. Os outros parametros permanecem

constantes de modo que Ry < 1 e sao dados pela tabela 4.1. O ponto de equilibrio livre
da doenga é Fy = (Sg, I, Ic) = (1,0,0). Foi utilizado Ry = 0, 67.
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Tabela 4.1 — Parametros para simulagao para o ponto Ej

Fonte: Aranda, et al.

Parametros 1B 1te; AB ap P BB Bc
Valores  0,0002999 0,001609 0.00265 0,001 0,5 0.0003 0,00048

Nesse primeiro quadro analizamos o comportamento da solugao do sistema fracionario
para 6 igual a (0, 5;0,8) e t = 8000 anos.

Observa-se na figura 4.1 que para o = 0,5 e t = 8000, a solu¢ao ainda nao apresenta
convergéncia, porém os resultados teéricos garantem tal convergéncia. Ja na figura 4.2 é

possivel ver que a solugao converge para o ponto de equilibrio livre da doenca.
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Figura 4.1 — Dinamica para 6 = 0,5 e ¢t = 8000 Figura 4.2 — Dinamica para 6§ = 0,8 e ¢t = 8000
Fonte: Do autor Fonte: Do autor

Nas figuras 4.3 e 4.4, simulamos o que ocorre com a solucao do sistema para t = 8000
e « igual a (0,9; 1). Nota-se que ambos os casos a solugao do sistema converge para o
ponto de equilibrio livre da doenca.

Ao analizar as figuras 4.2, 4.3 e 4.4, notamos que conforme aumentamos a ordem
do expoente fracionario a convergéncia se torna mais rapida. Com isso ao aumentar ou
diminuir o expoente fracionario estamos introduzindo um amortecimento na convergencia

da solucgao do sistema.
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4.3.2 Ponto de equilibrio endémico

Para realizar as simulacoes numéricas para o ponto de equilibrio endémico, utilizamos
B = 0,006 e levamos em conta que 60% dos carrapatos sao infectados pelo Babesia, apro-
ximadamente 51, 84% da populacdao bovina sao infectados por Babesia e 37,56% dos bo-
vinos sao suscetiveis, ou seja, assumimos como condigao inicial Sg(0) = 0,3756, I5(0) =
0.5184, Ic(0) = 0.60. A transmissao vertical foi de 90% onde apenas 10% dos bovinos
sao controlado [22]. Os demais parametros permanecem constantes e os valores sao dados
pela tabela 4.2 [3].

Tabela 4.2 — Parametros para simulagao para o ponto Fo

Fonte: Aranda, et al.

Parametros uB e AB ap D BB Bo
Valores 0,0002999 0,001609 0,000265 0,001 0,1 0,006 0,00048

Nos simulamos o efeito da variacao no valor do expoente fracionario 6 para t = 8000.
Os valores de 6 utilizados foram (0, 5;0,8;0,9;1).. O ponto de equilibrio endémico é dado
por (Sg, Ig,Ic) = (0,0498;0,7893;0,70). A taxa de reprodugao basica é Ry = 67, 54.

Neste primeiro quadro simulamos o que ocorre com a solucao do sistema para t = 8000
anos e 6 igual a (0,5; 0,8). Isso pode ser visto nas figuras (4.5) e (4.6).

Para 6 = 0, 5, na figura (4.5), a soluc¢@o do sistema ainda nao apresenta convergéncia,
porém os resultados tedricos garantem tal convergéncia. Ja para 0 = 0, 8, na figura 4.6, a

solugao do sistema apresenta convergéncia para o ponto de equilibrio endémico.
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Agora simulamos o que ocorre com a solucao do sistema para t = 8000 anos e 6 igual
a (0,9; 1). Isso pode ser visto nas figuras (4.7) e (4.8).
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Figura 4.7 — Dinamica para 6 = 0,9 e ¢t = 8000 Figura 4.8 — Dinamica para 6 =1 e ¢t = 8000
Fonte: Do autor Fonte: Do autor

Na figura (4.7) a solucao do sistema apresenta convergéncia para o ponto de equilibrio
endémico. Para § = 1, na figura (4.1) a solucao do sistema fraciondrio apresenta um
comportamento semelhante a derivada usual e a convergéncia para o ponto de equilibrio
endémico é imediata. Assim podemos concluir que a convergéncia da solucao do sistema
fracionario esté diretamente ligada ao valor do expoente fraciondrio, pois quanto maior
for o valor de #, mais rapida sera a velocidade de convergéncia.

Se a dinamica do modelo fracionario adotado requer um sistema onde a solu¢ao demore
mais tempo para atingir a convergéncia, entao deve ser tomado um valor de € mais
proximo de zero. Isso é importante do ponto de vista epidemiolégico em uma situacgao
onde Ry > 1, pelo fato de que assim a doenca demora um periodo de tempo maior para
atingir o equilibrio epidémico. Para em uma situagao onde Ry < 1, o valor de 6 adequado
¢ aquele proximo do numero inteiro, o que leva a solucao do sistema a convergir mais

rapidamente para o ponto de equilibrio livre da doenga.



Capitulo 5

CONCLUSAO

Neste trabalho nos inicialmente estudamos um modelo matematico de equacoes dife-
renciais ordinarias para a doenca da Babesiose Bovina. Para estudar este modelo fizemos
uso de conceitos importantes da teoria qualitativa de equacoes diferenciais. Mostramos
através de resultados analiticos e simulagao numérica que a taxa de reproducao bésica,
Ry, ¢ um valor limite que determina a dinamica local e global da doenca para o caso do
sistema de equacoes diferenciais ordinarias.

A proposta do trabalho, foi escrever um novo modelo matematico para a descricao da
doenga da Babesiose Bovina usando um sistema de Equacgoes Diferenciais Fracionarias com
derivada de Caputo. Para isso inicialmente fizemos um estudo sobre a teoria do calculo
fraciondrio, desde suas origens histéricas, definigbes mais aceitas até teoremas envolvendo
sistemas fracionarios. Todos esses conceitos foram indispensaveis para escrevermos o
sistema de equacoes diferenciais de ordem fracionaria para a doencga da Babesiose bovina.

Novos resultados tedricos foram obtidos sobre o comportamento da dinamica desse
novo modelo. Usando a teoria de comparacao e desigualdades diferenciais para sistemas
de ordem fracionaria, conseguimos obter um resultado inédito sobre o comportamento
assintotico global para o ponto de Equilibrio livre da doenca, para a razao de reproducao
basica Ry < 1. Este fato concorda com a Teoria de Epidemiologia Matematica. Além disso,
mostramos que o ponto de equilibrio endémico é localmente assintoticamente estavel,
resultado este que é apenas enunciado no trabalho [3].

Outro resultado obtido, esta no fato de que as simulagoes computacionais comprovam
os resultados tedricos e mostram que velocidade de convergéncia da solugao do sistema
fraciondrio estd diretamente ligada ao valor do expoente fracionario que for adotado,
ou seja, a medida que se aumenta ou diminui tal expoente, introduz-se um sistema de
amortecimento na velocidade de convergéncia da solugao do sistema para o ponto de
equilibrio.

Como trabalho futuro, a partir do conhecimento da dinamica e dos métodos de simu-

lacao para o sistema de ordem fracionaria da Babesiose Bovina, espera-se aplicar o modelo

81
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fracionario em um conjunto de dados reais e comparar com o modelo usual dado por um
sistema de equagcoes diferenciais ordindrias, e verificar qual modelo é mais adequado para
a descricao e previsao de informagoes sobre a doenca.

Conforme alguns trabalhos na drea de Equagoes Diferenciais de Ordem Fraciondria [59,
60, 61], espera-se que a inclusao da derivada Fraciondria no modelo da Babesiose Bovina,
agregue o efeito de memdria [62] e torne o modelo mais robusto para a decrigao dados
reais. A Teoria desenvolvida nesse trabalho pode ser aplicada também na modelagem de

outras doencas de transmissao direta ou transmitidas por vetores.
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