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RESUMO

A sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS), causada pelo virus HIV, tem despertado forte
interesse desde as suas primeiras deteccdes em 1981. O virus foi isolado pela primeira vez em
1983 na Franca e desde entdo tem-se instaurado politicas publicas visando minimizar o alcance
da doenca. O virus invade o sistema imunitdrio e ataca as células responsaveis pela nossa defesa,
assim, o individuo se torna suscetivel a a¢do de outras doencas. O corpo apresenta uma barreira
muito complexa, que, diariamente combate ataques de bactérias, virus e outros micrébios, com-
posta por milhdes de células de diferentes tipos e com diferentes func¢des, entre as células de
defesa estdo os linfocitos TCD4+, principais alvos do HIV. Os medicamentos antirretrovirais
(ARV) surgiram na década de 1980 e comecaram a ser implementados no Brasil em 1996, seus
principais objetivos sdo, prevenir a transmissdo do HIV e manter a satide dos individuos estdvel,
ja que os medicamentos antirretrovirais reduzem a quantidade de virus circulante no corpo do
individuo. Visando desenvolver um trabalho voltado para as caracteristicas do pais, torna-se
relevante promover um estudo sobre a dindmica populacional e considerar suas caracteristicas
no modelo adotado. Assim, este trabalho consiste em propor um novo modelo matematico, cons-
tituido de um sistema de Equacgdes Diferenciais Ordindrias, que permite entender, ao longo do
tempo, a evolucdo epidemioldgica da doenca AIDS na populacdo humana, com o entendimento
das etapas pelas quais o individuo suscetivel, ao entrar em contato com o virus, percorrerd desde
a contragdo até o desenvolvimento efetivo da AIDS. O modelo proposto € compartimentado e
do tipo SLI, em que as populagdes sdo divididas em suscetiveis, latentes e infectados e, ainda,
diferencia a doenca entre homens e mulheres, mantendo cada uma destas populacdes constantes
ao longo do tempo. Para os dois modelos, determina-se os pontos de equilibrio livre da doenca
e endémico e faz-se o estudo de estabilidade para estes pontos. No primeiro modelo proposto,
que leva em consideracio apenas a infec¢do entre pessoas do sexo oposto, foram analisados a
estabilidade local dos pontos de equilibrio livre da doenca e endémico e a estabilidade global é
obtida através de funcionais de Lyapunov para o ponto de equilibrio livre da doenca. No segundo
modelo, que trata também da transmissdo de homens para homens, apenas foi obtido Ry e o
estudo da estabilidade local do ponto livre da doenca. As simulagdes foram feitas com o software
R através de dados reais, que permitem concluir que o modelo € apropriado para este tipo de
estudo. Além disso, simulacdes para outros cendrios foram realizadas e os modelos corroboram

com as analises qualitativas obtidas ao olharmos para diferentes valores de RRy.



Palavras-chave: Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida. Epidemiologia. Modelagem Mate-

matica. Equagdes Diferenciais Ordindrias. Modelo SLI.



ABSTRACT

The Acquired Immunodeficiency Syndrome (AIDS), caused by the HIV virus, has arisen strong
interest since first detections in 1981. The virus was isolated for first time in 1983 in France
and since then public policies have been put in place to minimize the reach of the disease.
The virus invades the immune system and attacks the cells responsible for our defense, thus,
the individual becomes susceptible to the action of other diseases. The body presents a very
complex barrier, which daily combats attacks by bacteria, viruses and other microbes, composed
of millions of cells of different types and different functions, among the defense cells are the
TCD4 + lymphocytes, the main targets of HIV. Antiretroviral drugs (ARVs) emerged in the
1980s and began to be implemented in Brazil in 1996, their main objectives are to prevent
HIV transmission and keep the health of individuals stable, since antiretroviral drugs reduce
the amount of circulating virus in the individual’s body. In order to develop a work focused
on the characteristics of the country, it is relevant to promote a study on population dynamics
and consider its characteristics in the model adopted. Thus, this work consists of proposing a
new mathematical model, constituted by a system of Ordinary Differential Equations, which
allows to understand, over time, the epidemiological evolution of the AIDS disease in the human
population, with the understanding of the stages by which the susceptible individual , when in
contact with the virus, it will go from contraction to the effective development of AIDS. The
proposed model is compartmentalized and of the SLI type, in which the populations are divided
into susceptible, latent and infected, and also differentiates the disease between men and women,
keeping each of these populations constant over time.For both models, the disease-free and
endemic equilibrium points are determined and the stability study for these points is made. In
first model proposed, which takes into account only infection among people of the opposite
sex, the local stability of the disease-free and endemic equilibrium points was analyzed and the
global stability is obtained through Lyapunov functional for disease-free equilibrium point. In
the second model, which also deals with the transmission of men to men, only Ry was obtained
and the study of the local stability of the disease-free point. The simulations were performed
with the R software using real data, which allow us to conclude that the model is appropriate for
this type of study. In addition, simulations for other scenarios were performed and the models

corroborate the qualitative analyzes obtained by looking at different of Ry.
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1 INTRODUCAO

A sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS) € uma doenga viral. O virus invade
o sistema imunitario humano e ataca as c€lulas responsdveis pela defesa, assim, o individuo
se torna suscetivel a acdo de outras doencas, uma vez que, o corpo humano diariamente é
exposto a patdégenos externos, €, o sistema imunoldgico, tende a combater esses ataques que
podem ser provenientes de bactérias, virus e outros microbios. Esta é uma barreira muito
complexa, composta por milhdes de células de diferentes tipos e com diferentes fun¢des, entre
estas células de defesa estdo os linfécitos TCD4+, principais alvos do HIV. Quando um agressor
invade o organismo, esses globulos brancos se organizam e mandam uma resposta, e, a glandula
responsdvel pela sua produgdo € o timo. Os globulos sdo capazes de reconhecer e destruir
0s microorganismos estranhos que entram no organismo humano. O virus HIV liga-se a um
componente da membrana dessa célula e com isso, o sistema de defesa vai perdendo a capacidade

de responder adequadamente, tornando o corpo mais vulneravel a doengas [1].

O HIV pode ser transmitido pelo sangue, s€émen, leite materno, fluidos vaginais de
portadores da doenga e contato com objetos infectados. Segundo a OMS (Organizacao Mundial
da Sadde), em linhas gerais, as vias de contagio para o HIV sdo: sexo sem camisinha, transmissao

vertical, compartilhamento de agulhas, transfusdo de sangue e contato com objetos infectados.

A AIDS, que € definida como o desenvolvimento avangado do virus HIV no corpo, é
uma enfermidade que abre portas para doencas oportunistas, assim, o corpo fica completamente
suscetivel a acdo de outros invasores. Atualmente, considera-se que a tuberculose € a principal
causa de morte entre pessoas vivendo com HIV, sendo responsével por cerca de uma a cada
trés mortes por causas relacionadas a AIDS. Em 2016, 10,4 milhdes de pessoas desenvolveram
tuberculose, incluindo 1,2 milhdo de pessoas vivendo com HIV. Com isso, foi instaurada uma
politica publica na qual as pessoas vivendo com HIV sem sintomas de tuberculose precisam de

terapia preventiva [2].

O Brasil se mostra extremamente favoradvel ao tratamento contra o HIV. Os medicamentos
antirretrovirais (ARV) surgiram na década de 1980 e comecaram a ser implementados no Brasil
em 1996. Seu principal objetivo € prevenir a transmissao do HIV, ja que os medicamentos
antirretrovirais reduzem a quantidade de virus circulante no corpo do individuo, fazendo com
que este alcance a chamada “carga viral indetectdvel”. Pessoas que vivem com HIV com carga

viral indetectavel tém uma possibilidade insignificante de transmitir o virus para outra pessoa
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em relagdes sexuais desprotegidas, atualmente, existem 22 medicamentos, em 38 apresentacdes

farmacéuticas [3].

Um dos orgdos competentes por disponibilizar dados e informagdes sobre o HIV/AIDS
no Brasil € a Unaids, que € um grupo de organizacdes - ACNUR, UNICEF, PMA, PNUD,
UNFPA, UNODC, ONU Mulheres, OIT, UNESCO, OMS e Banco Mundial. Esse grupo tem por

objetivo acabar com a epidemia da AIDS até 2030.

A epidemia apresenta suas peculiaridades em diferentes partes do mundo. Em diversos
paises da América Latina, a epidemia afeta grupos especificos: homens que fazem sexo com
homens, usudrios de drogas injetaveis e populacdes ligadas ao comércio sexual [4]. Com isso, se
torna importante estudar e compreender o0 modo como a doenga se comporta no Brasil, e assim,

incorporar suas caracteristicas nas andlises.

Existem duas vertentes quando se tratam de anélises matemaéticas para a dindmica do
HIV. Ha trabalhos que estudam a contagem de células TCD4+ e outros que fazem a andlise

populacional dos individuos desde o contdgio até o desenvolvimento efetivo de AIDS.

Este trabalho tem por objetivo propor um modelo matemdtico-epidemioldgico para fazer
uma andlise da dindmica de disseminacdo da doenga AIDS na populacdo humana através de
Equagdes Diferenciais Ordindrias. Isto consiste em estudar os estdgios desde que o individuo
infectado passard do contdgio com a doenca até o desenvolvimento efetivo da AIDS e o que
acontece com a disseminag¢do da doenga na populagdo ao longo do tempo. Para analisar essa
disseminacdo € considerado um modelo compartimentado do tipo SLI, onde as populagdes
de homens e mulheres sdao divididas, cada uma, em trés compartimentos, a saber, homens:

suscetiveis, latentes e infectados; e mulheres: suscetiveis, latentes e infectadas.

No Capitulo 2 faz-se uma revisao de literatura afim de entender os aspectos relacionados
a doenca, bem como a teoria utilizada no entendimento e construcao do modelo e uma analise
de artigos relacionados ao HIV/AIDS. No Capitulo 3 sdo propostos dois modelos novos para
a dinamica epidemioldgica da doengca AIDS na populagdo humana com base nos dados desta
doenga no Brasil. No Modelo I, leva-se em consideracdo apenas o contdgio entre pessoas de sexo
oposto e no Modelo II, generalizamos o Modelo I incluindo também o contdgio entre homens
que fazem sexo com homens. Ainda nesse capitulo, avalia-se os aspectos qualitativos do modelo
com base em sua estabilidade. No Capitulo 4 foram realizadas simulagdes com os modelos

utilizando dados de diferentes paises, com o intuito de verificar a aderéncia que os dados de
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outros locais tém sobre os modelos, visto que estes, foram elaborados com as caracteristicas
do Brasil. No Capitulo 5, sdo realizadas discussdes sobre o que foi abordado neste trabalho, as

conclusdes obtidas no mesmo e sugestdes para trabalhos futuros.



2 REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo, serdo detalhados aspectos sobre a doenga, bem como dois artigos Modelo
matemadtico para a dindmica de transmissdao do HIV/AIDS em uma populacio sexualmente ativa
[4], e Modelo matemdtico para a epidemia do HIV/AIDS em Cuba [5] relacionados a equacdes

diferenciais e AIDS.

2.1 HIV/AIDS

2.1.1 Transmissao

Podemos definir transmissao como sendo a passagem de um agente etioldgico de uma
fonte de infec¢c@o para um hospedeiro [6]. Existem dois tipos principais de transmissdes, sendo
elas, vertical e horizontal. A transmissao vertical acontece quando ocorre a passagem do agente
infeccioso da mae para o bebé, podendo ocorrer durante a gestacio, no parto ou na amamentacao.
Ja a transmissao horizontal, pode ser dividida em dois subtipos: transmissao direta, quando ha
um contato direto do hospedeiro com a fonte infectora, e, transmissao indireta, quando nao ha

contato entre as partes, existe algo que intermedia a infeccao.

Segundo informacdes fornecidas pelo CDC (Centers for Disease Control and Prevention),
a contracdo do HIV ocorre quando o agente infeccioso entra em contato com membranas mucosas,
que sdo encontradas na boca, vagina, reto e pénis. As principais formas de se contrair o HIV sdo
através de contato direto com sangue, sémen, fluidos vaginais, fluidos anais e objetos infectados

(onde o virus pode sobreviver por até 42 dias).

Além disso, a CDCP destaca que as infec¢gdes podem ocorrer em relagcdes sexuais entre
pessoas de sexos opostos, mas especificamente homens que fazem sexo com homens (onde
o risco ¢ intensificado ao parceiro receptivo, devido a ocorréncia de fissuras na regido) e, a
incidéncia praticamente insignificante entre mulheres que fazem sexo com mulheres. Outras
vias de transmissdes ndo tao comuns sdo: durante a transfusdo de sangue e/ou 6rgdos, o que
€ raro ocorrer na atualidade, visto que as anélises do sangue antes de submeter o paciente ao
procedimento sao bastante rigorosas, durante o trabalho, para profissionais ligados a area da
sauide, no decorrer do periodo neonatal e no uso de objetos infectados. O HIV nao se espalha
pela saliva, contudo, caso um individuo infectado apresente ferimentos na mucosa da boca, pode

transmitir a outra pessoa.
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Sendo assim, 0s principais grupos de riscos sdo pessoas ligadas ao comércio sexual,

usudrios de drogas injetaveis e homens que fazem sexo com homens.

2.1.2 Epidemiologia

De acordo com dados fornecidos pelo Ministério da Saude do Brasil, entre 2007 a junho
de 2018, 247.795 casos de novas infecgdes foram notificados. Embora os nlimeros indiquem
que a quantidade de casos vem diminuindo, em nosso pais, a doenga ainda ndo foi erradicada, e,

tem-se concentrado nas regides Sudeste e Sul.

Desde o inicio da epidemia o virus HIV infectou 75 milhdes de pessoas e levou a 6bito
32 milhdes. Mundialmente, até 2018 estima-se que 37,9 milhdes de pessoas estejam vivendo
com o virus. A epidemia varia consideravelmente em diversos locais do globo e até mesmo
dentro dos paises. A regido africana é a mais afetada pela doenca, seguida pelo Sul da Asia e

depois as Américas [7].

2.1.3 Patogenia

O sistema imunoldgico é uma complexa rede de defesa, que tem como principal objetivo
promover uma resposta a agentes patégenos externos. Quando ha substancias estranhas no
organismo, o sistema € capaz de produzir proteinas especificas que, num futuro contato, confere
imunidade a esses agentes, essas proteinas sdo denominadas anticorpos e sdo capazes de identifi-
car os agentes e assim promover uma reagdo em cadeia no organismo visando a destrui¢ao dos

mesmos [8].

Os linfécitos brancos (linfécitos, mondcitos e granuldcitos), sao células heterogéneas
divididas em dois grupos, os linfécitos do tipo B e linfécitos do tipo T. O virus HIV, pertence
a classe dos retrovirus e possui uma enzima chamada de transcriptase reversa, que € capaz
de transcrever o RNA em DNA e passa a ser incorporado na célula hospedeira. O HIV, ataca
as células do tipo T, que sdo originadas nas glandulas timicas, e podem ser divididas em trés
subgrupos principais: auxiliares, supressoras e citotoxicas. As células T auxiliares, regulam
o funcionamento do sistema para promover uma resposta efetiva. Ja as células T supressoras,

inibem a resposta do sistema, suprindo uma dada fun¢ao imune. E por ultimo, as células T
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citotéxicas, trabalham a fim de eliminar células danificadas. O virus ataca o hospedeiro de
forma gradual, prejudicando as fungdes do sistema imune e afetando principalmente as células T
auxiliares, que possuem uma membrana CD4 (principais responsaveis pela ativagdo da resposta
imune). O individuo possui AIDS (Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida) se, o virus ja se

encontra em fase avancada no organismo [9].

2.1.4 Sinais clinicos

Quando o virus entra no organismo, o sistema imunolégico comeca imediatamente a ser
atacado. Na primeira fase do processo, chamada de fase aguda, ocorre a incubagdo do virus,
processo que leva cerca de 3 - 6 semanas. Os sintomas iniciais sdo febre e mal-estar, que, por
serem sintomas simples (infec¢des virais) passam despercebidos. O periodo assintomatico,
que pode durar muitos anos, € a fase na qual ha uma forte interagdo das células de defesa e o
virus, este € o ponto em que ocorre mutacdo, contudo, nessa fase, o organismo ainda nao esta
enfraquecido. Com o passar do tempo, as células de defesa come¢cam a funcionar com menor
eficiéncia, deixando o organismo cada vez mais vulnerdvel a infec¢des comuns. A fase inicial
sintomatica, € caracterizada pela reducdo dos linfécitos TCD4+, que chegam a 200 unidades por
mm? e os sintomas mais comuns sdo febre, diarreia, suores noturnos e emagrecimento. Com a
baixa imunidade, as doencas oportunistas comecam a atacar e o individuo ja é portador de AIDS

[10].

2.1.5 Diagnéstico e controle

E de extrema importincia identificar a sorologia positiva no inicio da infec¢io. O teste
que identifica a presenga do virus, chama-se teste anti - HIV, e é feito por coleta sanguinea
ou fluido oral, o exame tem resultado divulgado em cerca de 30 minutos e pode ser feito
gratuitamente pelo SUS (Sistema Unico de Satde). A infeccdo pode ser detectada apés cerca de

30 dias de contaminagdo [11].

O termo prevengao combinada foi instituido pelo Ministério da Saude e liga, exames
regulares para prevengdo da transmissdo vertical. Além disso, tem-se o tratamento de DSTs

(Doengas Sexualmente Transmissiveis), imunizagdo de hepatites A e B, programas contra o
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alcoolismo e outras substancias, profilaxia pré-exposicao, profilaxia pds-exposicao e tratamento

de pessoas que vivem com HIV [12].

No tratamento do HIV, sdo utilizados medicamentos antirretrovirais, que t€m por objetivo
reduzir a carga viral circulante no organismo, em muitos casos, a carga viral € tdo baixa que, nao

€ possivel ser detectada, assim, o portador do virus, ndo infecta individuos suscetiveis.

2.1.6 No Brasil e na América Latina

A UNAIDS ¢ um orgido da ONU responsavel por passar informagdes e dados sobre a

AIDS no Brasil. Além dele, como referéncia, traremos informagdes do Ministério da Satde.

Para o ano de 2019, foram notificados 15.923 novos casos, sendo que, desses, 11.123
eram homens e, 4.796 eram mulheres. Analisando o nimero de infectados ao longo dos anos,
vemos que houve uma diminuic¢ao, por exemplo, ao fazer uma comparagdo com o ano de 2009

que apresentou 40.818 casos notificados.

Os indicadores do Ministério da Saude, trazem a quantidade de infectados avaliando o
critério de raga/cor dos individuos. Vemos que, no ano de 2019, pessoas pardas representaram
a maior parcela de infectados, totalizando 3.339 casos, seguidos pela populacao branca, com

2.742, pretos, com 786, amarelos, 50, indigenas, 33 e, ignorado, 409.

Avaliando o critério de escolaridade, também no ano de 2019, foram notificados novos
casos de AIDS, para 1.500 pessoas com ensino médio completo, 558 casos de pessoas com

ensino fundamental completo e 166 analfabetos.

O dado mais recente relacionado a ébito apresentado pelo Ministério da Sadde, € do ano

de 2018, no qual houve 10.980 mortes relacionadas a doencga.

Para a América Latina, até o ano de 2018, existiam 1,9 milhdo de pessoas infectadas,

dessas, cerca de 62 % das pessoas, possuem acesso a terapia antirretroviral.



3 MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matemdtica nos auxilia na compreensao das etapas que o individuo
percorre desde a situacdo de risco que culmina no seu contato com o virus, até o desenvolvimento
efetivo de AIDS. Trabalharemos mais a frente com um sistema de equagdes diferenciais ordindrias
que tem como base dividir os individuos num modelo compartimentado SLI (suscetiveis - latentes

- infectados) [13].

3.1 MODELO SLI

O modelo SLI € um tipo de modelo presente nos modelos deterministicos compartimen-
tados. Estes modelos servem para contribuir para o entendimento das etapas que os individuos

irdo evoluir, desde quando € suscetivel até infectado, passando pela fase de laténcia.

3.2 TEORIA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Nesta secao, serdo discutidos aspectos importantes da teoria de equagdes diferenciais
ordindrias que serdo posteriormente aplicadas a andlises qualitativas dos modelos estudados.

Estes resultados podem ser encontrados nas referéncias [14], [15], [16], [17] e [18].

Definicao 3.2.1 Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) de primeira ordem é uma equagdo

do tipo:

dx
% - f(tv {E),

onde f : U — R? é definida em um aberto U de R'*<.

Qualquer funcio ¢ definida em um intervalo I, que satisfaz a tltima equagao é chamada

de solucdo da EDO.

Além disso, se dado tq € I, com (tg,z) € U e a solugdo ¢ satisfaz

P(to) = o,

¢ € dita solugdo de um Problema de Valor Inicial (PVI), ou seja, ¢ € solugdo de
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dx
% - f(tvx) .
{L'(t()) = X9

Quando estuda-se uma EDO (ou um PVI), precisa-se determinar sob quais condicdes
possui solucdo e se esta solucao € tnica. Para este tipo de estudo necessita-se do conceito de

Fungdo Lipschitiziana apresentado a seguir:

Definicao 3.2.2 (Fungdo Lipschitziana) Uma aplicacdo f : X — Y entre dois espacos norma-

dos X eY, é chamada de lipschitziana se existe uma constante C' > 0 tal que:

1f (1) = f(2)lly < Cllar — 22lx,

para quaisquer x1,xs € X, onde ||.|x e ||.||y sd@o normas nos espagos X e'Y, respectivamente.

A constante C' é chamada de constante de Lipschitz de f.

Defini¢io 3.2.3 : Diz-se que uma aplicacéo f : U — R é localmente Lipschitziana em relagdo
a segunda varidvel se, para todo (ty, xy) € U, existem 6 = §(tg, xg) > 0e C = C(tg, x9) > 0,

tais que Bs(to) xBs(zo) C U e

£t 1) = [t 22)|] < Cllay = ],

quaisquer que sejamt € Bs(ty) e x1,x2 € Bs(xo).

Com estas defini¢des pode-se enunciar o principal resultado que garante a existéncia e

unicidade de solu¢do de um PVI.

Teorema 3.2.4 (Existéncia e Unicidade) Seja f : U — R? uma fungdo continua e localmente
Lipschitziana em relagcdo a segunda varidvel, entdo para todo (to, o) € U existe um intervalo
aberto I e uma tinica solugdo ¢ : I — R® do PVI

dx

— = f(t,x

[L'(to) = 29
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No que segue, busca-se condi¢des para que a solu¢do de um PVI esteja definida para
todo ¢t > 0, posto que o objetivo deste trabalho € estudar o comportamento de uma solugao
quando t — oo. Para isso, define-se solu¢cao maximal e quando esta solucio esta definida para

todo ¢t > 0.

Definicdo 3.2.5 Denomina-se por solucdo maximal (ou mdxima) de

dx
_— = t
dt f( Y I),
a toda solugdo ¢ definida num interevalo I, denominado intervalo mdximo de ¢, tal que se 1) é

outra solucdo no intervalo J com I C J e ¢ = |1 (; significa ¢ restrita a 1), entdo I = J.

Teorema 3.2.6 Seja f continua num aberto U de R'*. Se ¢ é a solucdo mdxima tinica de um
PVI definida em um intervalo (o, 3), entdo a aplicagdo g(t) = (t, ¢(t)) tende a fronteira de U
quando t — o (out — 7). Isto é, para todo compacto K C U existe uma vizinhanga V' de o

(oude () tal que g(t) ¢ K parat € V.

Segue deste ultimo teorema que, se a Unica solu¢do maxima ¢ de um PVI € limitada,

entdo ¢ € definida para todo ¢ € R.

3.3 ESTABILIDADE

Nesta secao serdo apresentados os conceitos de establidade local e global. Isto € impor-
tante pois para a solu¢cdo de um PVI que estd definida para todo ¢ > 0, necessita-se estabelecer o
comportamento da solu¢do quando ¢ — oo, para compreender a dindmica, ao longo do tempo,

das populag¢des do modelo que serd proposto e estudado.

Definicdo 3.3.1 Seja x. um ponto de equilibrio do campo f : U C R™ — R" (isto é, f(x.) = 0).
Este x. é chamado de ponto de equilibrio estdvel, no sentido de Lyapunov, se dado € > 0, existe

um 6 > 0 tal que ||zg — x.|| < 0 entdo ||p(t,x0) — zc|| < € parat > 0.

Dito de outra forma, um ponto de equilibrio é dito estdvel se as solucoes, com dados
iniciais proximos ao ponto de equilibrio, permanecem numa vizinhanca do equilibrio em todo

tempot > 0.

Definicao 3.3.2 Um ponto é dito instdvel se ele ndo é estdvel.
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Definicao 3.3.3 Um ponto de equilibrio x. é dito assintoticamente estdvel se for estdvel e,
o(t,x0) = x. quando t — oo, sempre que ||xg — .|| < . Ou seja, as solucbes se aproximam

do ponto de equilibrio quando t — oo.

Definicao 3.3.4 A bacia de atracdo A(x.) de um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel,

T, € conjunto de solugoes iniciais cujas orbitas tendem a x. quando t — <.

Definicao 3.3.5 Um ponto de equilibrio z. é dito globalmente assintoticamente estdvel se for

estdvel e A(x.) = R".

O teorema que serd apresentado a seguir permite caracterizar quando um ponto de

equilibrio € assintoticamente estdvel ou instavel:

Teorema 3.3.6 Seja A uma matriz quadrada, com elementos constantes. O ponto de equilibrio

da equagao vetorial ' (t) = Ax(t) com condigdo inicial x(ty) = xy é:

(1) assintoticamente estdvel, se e somente se, A tem apenas autovalores com parte real

negativa.

(1) instdvel, se e somente se, A tem pelo menos um autovalor com parte real positiva.

As préximas defini¢Oes e resultados sdo referentes a estabilidade global. Neste sentido,
definiremos o conceito de funcional de Lyapunov e de conjunto positivamente invariante, que €

uma ferramenta fundamental para verificar a estabilidade global do sistema.

Definicao 3.3.7 (Funcional de Lyapunov) Seja H um aberto do R". Dado xy € H, com
f(zo) = 0, uma fungdo diferencidvel V : H C R™ — R ¢ dita funcional de Lyapunov se satisfaz

as seguintes condicoes:
(1) V(zg) = 0.
(2) V(z) > 0, para todo x € H — {x¢}.

(3) V'(xz) < 0 paratodo x € H.

Da defini¢do anterior, dizemos que um Funcional de Lyapunov é estrito se a condi¢go (3)

for substituida por (3'): V’'(x) < 0 paratodo z € H — {x}.
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d
Definicao 3.3.8 Um conjunto M C R" é invariante com relagdo a d—f = f(x) se, para todo

xog € M, p(t,x9) € M paratodot € R.

Definicao 3.3.9 Um conjunto M C R" é chamado de positivamente invariante com relagdo a

d
d—f = f(x) se, para todo xy € M, ¢(t,xy) € M paratodot € R,.

Teorema 3.3.10 Seja f : H — R"™ uma funcdo localmente Lipschitziana:
(1) Se existe uma fungdo de Lyapunov para x entdo, x é estdvel.

(2) Se existe uma funcdo de Lyapunov estrita para x,, entdo x, é assintoticamente

estavel.

Teorema 3.3.11 (Principio da Invaridncia de La Salle) Sejam V : R" — Re f : R" — R"
fungées de classe C' . Seja L € R uma constante real tal que ), = {x € R" : V(x) < L} seja
limitado. Supondo que V'(x) < 0 para todo x € Sy, e definindo E = {x € Qp : V'(z) = 0}.
Seja B o maior conjunto invariante em E. Entdo, toda solucdo de d—jf = f(z) com condi¢do

inicial em )y, tende para B quando t — oc.

' Fungao de classe C'* sio as fungdes com todas as derivadas parciais de 1* ordem continuas
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3.4 RAZAO DE REPRODUCAO BASICA

A razdo de reproducdo basica, Ry, representa a quantidade de infectados secundérios que

um individuo pode produzir quando inserido em uma populagdo de suscetiveis [19].

Por exemplo, caso Ry = 3, isso nos traz a informagdo de que 1 infectado € capaz
de infectar 3 suscetiveis, neste caso, uma doenca infecciosa, se espalharia pela populacao de

suscetiveis. Veja a Figura 2.1:

Ry=3

Figura 1 — Diagrama da dindmica quando Ry = 3.

)

1

g. .‘..

Fonte:do autor.

Outro exemplo seria Ry = 0,5, neste caso, 2 infectados sdo capazes de infectar 1

suscetivel, com isso, a doenga se extinguiria da populacdo.

3.5 MODELOS MATEMATICOS ASSOCIADOS
AO HIV/AIDS

Nessa se¢do serdo analisados dois modelos encontrados na literatura para a dindmica de

transmissio da AIDS.
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3.5.1 MODELO MATEMATICO PARA A DINAMICA DE TRANSMISSAO
DO HIV/AIDS EM UMA POPULACAO SEXUALMENTE ATIVA

Esse artigo, apresentam um modelo no qual se considera apenas o contigio heterossexual
de pessoas sexualmente ativas. O primeiro modelo proposto tem uma dindmica sem controle,
e € do tipo SI, além disso, assume-se que os infectados nao se recuperam e morrem devido a

enfermidade [4].

A populagdo total € N = X + Y, sendo X os individuos suscetiveis que é composta
por homens suscetiveis Xy e mulheres suscetiveis X ;. De maneira anédloga, a populagdo de

infectados Y € dividida em Yy e Y),. Além disso, define-se:

a) oy - taxa com que a populacdo de homens que se tornam ativos;

b) o) - taxa com que a populacdo de mulheres que se tornam ativas;

¢) i - taxa de mortalidade natural em pessoas suscetiveis;

d) o - taxa de mortalidade de homens em decorréncia do HIV;

e) € - taxa de mortalidade de mulheres em decorréncia do HIV;

f) B - taxa de infeccdo de homens suscetiveis por mulheres infectadas;
g) By - taxa de infec¢do de mulheres suscetiveis por homens infectadas.

O modelo abordado pelos autores é:

df;—tH = UHN_ﬁMYﬁMXH_NXHy
dd% = 5M%XH — aYy,
di;—tM = UMN_BH%XM — pXar,
% = ﬁH%XM —eYuy.

Com o modelo definido, realizou-se simula¢des, considerando um intervalo de tempo ¢
em anos, onde ¢ € [0;20] e os parAmetros, Sy = 0,6, 5y = 0,4, = = 0,054, 1 = 0,0138

O<og<lelO<oy<l.

Se, a propor¢ao de homens e mulheres que entram na vida sexual ativa € igual, e, assumem

valores de oy = o = 0,025, foi possivel concluir que a populacdo de homens infectados
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cresce nos primeiros cinco anos. E, assumindo oy = 0,025 e oy, = 0,85, a populacdo de
mulheres infectadas cresce sem se estabilizar nos primeiros vinte anos. Invertendo, ao fazer
og = 0,85e0y = 0,025, acontece 0 mesmo descrito anteriormente. E por tltimo, considerando

og = 0,85 = oy = 0, 85, as duas populacdes de infectados crescem nos primeiros vinte anos.

Em seguida, foi feita a proposta de um modelo com estratégia de controle. Assim, uma
parte da populacdo € protegida, ou seja, faz uso de preservativos. Agora, f vai designar a fracio
de homens ativos que fazem uso de preservativos e g a fracdo de mulheres que usam preservativos.

Com isso, o sistema de equacdes diferenciais ordindrias fica:

ax Y
d—tH = oyN — ﬁMﬁM(l — Xy — pXu,
dY;
T S
dXxX Y,
d—tM = ouN — 5H—H(1 —9)Xm — 1 X,
dYa Yy
S g T )Xy — ey
dt BHH( g) M —E&EY¥Mpm

Assim, fazendo simulagdes para verificar a dindmica da doenca em vinte anos, com 0s
seguintes parametros, 5y = 0,6, By = 0,4, = = 0,054, u = 0,0138, 0y = 03y = 0,025 ¢
f =g =0,1, verificou-se que a populagdo de homens infectados cresce nos primeiros quinze
anos. Assumindo oy = 0,025, opy = 0,85, f = 0,1 e g = 0,8, se observa que a populacio
de mulheres suscetiveis comega a crescer. Fazendo, oy = 0,85, oy = 0,025, f = 0,1e
g = 0,8, verifica-se que a populacido de homens infectados comeca a crescer, mantendo esses
parametros, mas, invertendo f e g, tem-se que depois dos primeiros dez anos, a populacio de
homens infectados comeca a crescer. Por dltimo, fazendo oy = o), = 0,85, f =g = 0,8, as

populacdes de homens e mulheres suscetiveis aumentam.

Desta forma, os autores concluem que, entender a dindmica da doenga pode permitir
que se facam anélises sobre os fatores que podem estar interferindo na proliferacdo da mesma e,

assim, pode-se elaborar estratégias de controle sobre a populagdo.

3.6 MODELO MATEMATICO PARA A EPIDEMIA DO HIV/AIDS EM CUBA

Os autores apresentam um modelo que consiste num sistema de EDO’s para descrever o

comportamento da doenga em Cuba. Devido ao eficiente programa de prevengdo e tratamento
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do pais, nesse trabalho, se considera o contdgio por pessoas que ainda nido descobriram que
possuem o virus [18]. A populagdo é dividida em: S(¢) que é a populagdo suscetivel (ndo possui
o virus); X (t) que é populacéo infectada pelo HIV e ndo diagnosticada com o virus; Y (¢) que é
populacio infectada pelo HIV e diagnosticada com o virus e Z(t) populagio diagnosticada com

AIDS. Além disso, define-se:
a) A - taxa de pessoas que se tornam suscetiveis;
b) « - taxa de pessoas que foram infectadas sexualmente por X ();
c) [ - taxa de pessoas infectadas que desenvolveram AIDS;

d) k - taxa na qual a populacdo ainda ndo diagnosticada é diagnosticada por meio de

rastreamento de contato;
e) k1 - taxa da populacdo que € diagnosticada por meio de testes aleatorios;
f) u - taxa de mortalidade na populagdo adulta;
g) 11 - taxa de mortalidade da populagdo com AIDS.

O modelo proposto é:

dS
— = A=—aXS5—uS
dt @ Hes
dX
v aXS — kXY — (u+ B+ k)X,
dY
o = XY X - (et By,
az
— = X+Y)— 2.
7 BX+Y)—
P . ) Ao
Apo6s o estabelecimento do modelo, os autores determinaram Ry = ——,
plp+ B+ k1)

utilizando a técnica de encontrar o raio espectral da matriz préxima geragao.
Para os pontos de equilibrio, temos:

O ponto de equilibrio livre da doenca Fy = ( g, 0,0, O) ;
14

O ponto de equilibrio endémico (S*, X*, Y*, Z*), onde

o BEAY e A ge = X HYIB

K1+ KY™* CaXr 4 f
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Para os pontos de equilibrios, os autores provaram que se R, < 1 este ponto critico é
localmente assintoticamente estdvel e, se Ry > 1 ele € instavel. Além disso, se Ry < 1 o ponto

de equilibrio livre da doenca é globalmente assintoticamente estivel.



4 MODELOS PARA A DINAMICA DA AIDS

Neste capitulo, serdo apresentados dois modelos para a dindmica da doenca AIDS. O
primeiro modelo (ou Modelo I) consiste em considerar apenas a transmissao entre pessoas de
sexo oposto, ou seja, homem infecta mulher e mulher infecta homem. No segundo modelo (ou
Modelo II) além das infec¢des consideradas no Modelo I, considera-se ainda que homem infecta
homem. Em ambos os modelos as populacdes de homens e mulheres sdo consideradas constantes.
Também ndo ha diferenciacdo entre a mortalidade pela doenca e a mortalidade natural, existe

apenas uma taxa de mortalidade para cada populacdo (homens e mulheres).

4.1 MODELOI

O modelo mateméatico abordado no Modelo I consiste em um sistema de equagdes
diferenciais que descreve um modelo compartimentado mostrando as etapas que um individuo
percorre desde a contracao do virus até o desenvolvimento efetivo de AIDS. Neste primeiro
modelo, considera-se que o contdgio ocorre apenas entre pessoas de sexo oposto. Além disso,
serdo determinados os pontos de equilibrio, a razio de reproducio bdsica, estabilidade, simulagao

numérica e analise de sensibilidade do modelo.

Para este modelo, considera-se que o individuo € suscetivel quando ndo possui o virus
no organismo, latente, quando ja estd infectado com o virus, porém, ainda ndo desenvolveu

efetivamente AIDS e individuo infectado, que € quando o organismo esta debilitado.

Neste modelo, sdo apresentadas equacgdes separadas para homens e mulheres, e a tinica
forma de um homem contrair o virus € por infec¢ao vinda de uma mulher e de uma mulher

contrair o virus € por infeccao vinda de um homem.

A Tabela 3.1 apresenta o significado de cada pardmetro utilizado no conjunto de equagdes.
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Tabela 1 — Significado das taxas para os modelos.

Taxas de infeccao

Bu Taxa de infec¢do de mulheres para homens
B Taxa de infec¢do de homens para mulheres
Wy Taxa de nascimento em homens

[ Taxa de nascimento em mulheres

L Taxa de mortalidade em homens

15y, Taxa de mortalidade em mulheres

Yu Taxa de desenvolvimento de AIDS em homens
YM Taxa de desenvolvimento de AIDS em mulheres

Fonte: do autor.

A Figura 3.1 apresenta um diagrama que descreve as etapas que o individuo percorre

desde quando é suscetivel até se tornar infectado.

Figura 2 — Diagrama da dindmica populacional do HIV/AIDS.

Br) Lns+Inm

yuln

Ba

upM H yYmLm
— S Lm

M -
WnmSm W'mLiv

Fonte:do autor.

Segue do diagrama anterior que as variagcdes em cada compartimento sao dadas pelo
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sistema de equacdes diferenciais ordindrias:

) Ly+1 ,
Sy = pumH — By (%) St — iy S,

Ly + Iy

Ly = MHLH+5H( A

) Su — YLy — piy L,

Iy = gLy — piyln,
Lg+1 /

Sﬁw = uuM — Bu (%) S — ,UMSM,

Ly+ 1y

Ly = MMLM-FﬁM( 7

) St — Y Lar — piar L,

[11\4 = ’YMLM—,U/M[M-

Desde que, as populacdes de homens, H e mulheres, M sejam constantes com H =
Sy + Ly +1IgeM = Sy + Ly + Iy, entdo divide-se as 3 primeiras equacdes do sistema
anterior por [ e as trés ultimas por M (matendo a mesma notagdo anterior) obtendo-se o sistema

(normalizado):

Sy = pm— Bu(l—Su)Su — MIHSH7

Ly = puLyg+ Bu(1— Sy)Sy — yuLy — py L,
Iy = vgLy — pyln,

Sy =ty — Bu(l = Su)Su — :U/;\JSMa

Ly = parLas + Bar(1 — S)Sar — yarLar — iy Lar,

Iy = YuLar — paIar.

Considerando que a taxa de natalidade € igual a taxa de mortalidade de cada populagdo

(pois cada populagdo € constante), ou seja, jiy = ,u'H ey = ulM, resulta:

Sy = pu(l—Su) = Bu(l — Su)Su,

Ly = Bu(l—Su)Su —yu(l = Sy — In) — puln,
Iy = yu(1—Su —1Iu) — puly,

Sv = (1 —Su) — Bu(l = Su)Su,

Ly = Bu(l—Su)Su—vu(l —Su — In),
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No conjunto de equagdes apresentados anteriormente, Sy, e Sy representam as popula-
coes de suscetiveis, Ly, e Ly as populagdes de latentes e 1, e [y as populacdes de infectados.
Como as populagdes de latentes sdo combinagdes lineares das populagdes de suscetiveis e infec-
tados (em cada uma das populagdes), este tltimo sistema de EDO’s € equivalente ao seguinte

sistema:

Sy = wu(l—Su) = Bu(l - Sw)Sn, 4.1)
Iy = vu(1—=Su —In) — pulu, 4.2)
Sy = ku(l—Su) = Bu(l - Su)Su, (4.3)
Iy = (1= Sar— Ing) — eI, 4.4)

4.1.1 PONTOS DE EQUILIBRIO

Nesta secdo serdo determinados os pontos de equilibrio do sistema (4.1)-(4.4). Estes
pontos sdo aqueles que anulam o campo onde o sistema de EDO esta definido, ou seja, para isso

basta substituir Sy, = 0, [;; = 0, S}, = 0 e I}, = 0 no sistema (4.1)-(4.4). Assim:

0 = pur(l—Sy)—Bu(l—Su)SH, (4.5)
0 = ~vu(l— Sy —In) — pul, (4.6)
0 = pns(l— Sa) — Bar(1 — Si)Sar 4.7)
0 = yar(1 = Sas — Int) — piae I (4.8)

Colocando (1 — Sj;) em evidéncia em (4.7) temos:

(1= Sar)(par + Bar(1 — Su)) — Bu(1 — Sy) = 0,

ou ainda,

Br (1 — Su)

(1=5um) = povr + B (1 — Sw)

Substituindo (1 — Sj/) na equagdo (4.5) temos:

Br(1 — Su)
pvr + Bar(1— Sw)

0=pp(l—Su)— Bul )SH,
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ou seja,

BuBuSu

0=(1—Sy)(uu — 1o + Bar(1 = Sp)

).

BuBmSH

par + Bu(l — Sy) =0

Decorre do célculo anterior anterior que: (1—Sg) = 0 ou gy —

Destes dois casos resultam os pontos de equilibrio do sistema.

Calculo do ponto de equilibrio livre da doen¢a £° = (1,0, 1,0)

Para o célculo deste ponto, considera-se o caso em que (1 — Sy) = 0, isto é, Sy = 1.
Substituindo Sy = 1 na equagdo (4.5):

o que implica

Sy =1

Substituindo Sy = 1e Sy = 1 em (4.6) e (4.8), respectivamente, resultaem Iz = 0 e

Iy =0.
Cilculo ponto de equilibrio endémico E' = (S}, I}, 51, Ii/)
Inicialmente, isola-se o fator (1 — Sy;) em (4.7), da seguinte forma:

(1= Sur)(par + Bar(1 — Su)) — Bu(1 — Sy) = 0,

ou seja,
Bu(l— Sk)
piar + Ba(l — Su)

(1—-5u)=

Substituindo a expressao obtida para (1 — Sy) em (4.5), tem-se:

B (1 — Sgu)

O:MH(l_SH)_BH(MM—FﬁM(l_SH)

)SHv

ou ainda,

prpr + pabBy — pabu(Se) = BubuSh,
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o que implica
g, _ Hmbart pr B
H — .
BBy + taBy

Este € a primeira coordenada do ponto de equilibrio E'. Portanto,

gl _ PEMM + By
H BuBr + By

Para determinar / }{ basta substituir S}{ na equacao (4.6), resultando em:

L — BuBymYe — HHIMYH .
" (BuBm + puBa) (e + pmr)

Observando que as equacoes (4.5) e (4.6) sao semelhantes as equacgdes (4.7) e (4.8),
respectivamente, (apenas invertem-se os papeis das populacdes de homens e mulheres e trocam-se

as taxas) entdo, repetindo-se os mesmos célculos, obtém-se:

BrBraym — Pl M
(BrBr + e B ) (var + piar)

gl _ PMbH + pm B

— Ji =
M BumBr + pa B M

4.1.2 ESTABILIDADE LOCAL

Nesta secdo € abordado o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio. Para isso,
utiliza-se o processo de linearizacao e mostra-se que a matriz do sistema de EDO’s linearizado
tem todos autovalores com parte real negativa. Assim, resulta dos Teorema 3.3.6 que o ponto de

equilibrio € localmente assintoticamente estavel.

Para o Modelo I a razao de reproducgdo bésica é
_ Bubu
12929204

Este valor de R, € determinado como condi¢do para que os autovalores do sistema de EDO’s

Ry

linearizado, proximo ao ponto de equilibrio livre da doenga, seja localmente assintoticamente

estdvel (apresentado na proxima secao).

Estabilidade local do ponto de equilibrio livre da doenca

Teorema 4.1.1 Se Ry < 1 o ponto de equilibrio livre da doenga E° = (1,0, 1,0) é localmente
assintoticamente estdvel. Se Ry > 1 o ponto de equilibrio livre da doenca E° = (1,0,1,0) é

instdvel.
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Demonstracao: R,

Inicialmente, considere o vetor X = (Sy, Iy, Sy, Inr) € 0 campo vetorial F' = (Fy, Fy, F, Fy),

Fy = MH(1 - SH) - 5H(1 - SM)SH,
Fo=v4(1— Sy —Iny) — puly,
Fy = pp (1 — Sy) — Bu(1 — Su)Su,

Assim, o sistema dado pelas equacdes (4.1)-(4.4) é equivalente a equagdo vetorial
dX
— = F(X).
o = F(X)

Para aplicar o método de linearizacdo em E° deve-se determinar a matriz jacobiana do

campo F no ponto E°. Inicialmente, a matriz Jacobiana de " num ponto E qualquer € obtida da

seguinte forma:

onde

dfy dFy, dF, dF;

dFy dFy, dFy dF,

dFs dFs dFs; dF;
dSy dlg dSy dly

dF, dF, dF, dF,
dSy dlyg dSy dly

dF, dF, dF, dF
e — - 1 _S ’ -V — Y, - ’ ~Vr  —
45, WH 5H( M) dly 45y, BuSu Al
dFy ar, dFy dF, _ 0

as,; ar, T aSy Ay



iF, dF,
by dby _
dSy dly

dF;
’ dSu

Sy

- _’YM,

Assim, avaliando em E° = (1,0, 1,0), obtemos:

—HH

J(Ey) —YH

—YH — HMH

Bu
0

—TMm

—pns — B (1= Sk),

dF,

dly —TM — K-

0
0
0

—TYM — WM

4.9)

Para determinar o sinal da parte real dos autovalores da matriz .J(E,) deve-se determinar

as raizes do polindmio caracteristico da matriz J(Fy), isto é, determinar as raizes do polindmio

pi(w) = det(zI — J(Eyp)). Assim,

T+ Uy 0
T+ v+
pi(z) = det YH YH T KH
—Bu 0
0 0
= (x4 + par)(—1)" " det

(x + i + poar) (@ + e + prr) (—1)*72 det

. -
0
0
T+ YMm+ pm ]
0 —Bu
T+ yu + o 0
0 T+ Uar
rT+pg  —Pu
—Bu Tty

(z +var + par) (@ + v + pu)[(@ + pw) (@ + par) — BaBul-

Logo, pi(x) tem todos autovalores com parte real negativa se todos coeficientes do

polindmio q(x) = x? + x(pg + par) + prpar — BB sdo todos positivos.
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Assim, deve-se ter:

pr v — BaBu > 0,

o que implica

| BubBu
129:02074
_ Bubu
Desde que Ry = , segue, pelo Teorema 3.3.6, que para By < 1 o ponto de
HH M

equilibrio livre da doenca é localmente assintoticamente estdvel, o que resulta que a doenga
tenderd a se extinguir no decorrer do tempo. Se iy > 1 entdo pelo menos um autovalor da matriz
em (4.9) tem parte real positiva. Assim, pelo Teorema 3.3.6 segue que o ponto de equilibrio livre

da doenca € instéavel.

Estabilidade local do ponto de equilibrio endémico

Vamos agora estudar o comportamento do ponto de equilibrio endémico dependendo do

valor de R determinado anteriormente.

PO oy . A . 1 _ 1 1 1 1
Inicialmente, reescrevendo o ponto de equilibrio endémico E' = (S, I}, Sy, ;) em

funcdo de Ry, resulta:

Sl _ /‘LM + /BM
H — s
Ropinr + Bur
Sl _ /’LH + /BH
M= 5
Ropm + Bu
]1 _ (RO - 1)MM'YH
B Ropnryer + Bu B + Buver + pwrBar’
I (Ro — V)puaymr
M

" Ropyar + BB + Buvm + i B

Teorema 4.1.2 Se Ry > 1, o ponto de equilibrio endémico, (Sl;, S}, I}, Ii,) é localmente

assintoticamente estdvel.
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Demonstracao:

Conforme feito na secao anterior, no estudo da estabilidade do ponto de equilibrio livre

da doenga, definimos o campo F' = (F}, Fy, F3, Fy), onde

onde

Fy = MH(1 - SH) - 5H(1 - SM)SH’
Fo=vu(1— Sy —Iny) — puly,
Fy = pa(1 — Syr) — Bae(1 — Su) S,

Fy = yu(1 = Sar — Inr) — paed s

Assim, dado E = (Sy, Iy, Su, Iy) @ matriz Jacobiana em FE é dada por:

oF, O0F, O0F, O0F
0Sy O0ly 0Sy Oly

0F, 0F, O0F, O0F,
0Sy Olg 0Sm Ol

0F; 0F; O0F; OF;3
0Sy Olg 0Su Oly

0F, O0F, O0F, O0F,
0Sy O0lg 0Sy Ol




oF, oF, oF, 0F,
= iy — By (1—8! 9Ny — By S} g
95y~ Pn=S). =0 95y ~ P 0Ly
0,
OFy _ ory _ 0F _ 0 oF _ 0
aSH = —7H, aIH = —7H HH, aSM — Y a[M )
0F; 0F; 0F; OF;
95 BuS) 9% — —ptar— Bu(1— S} e
95y ~ S oy 55yt~ Ol =S, 0L
0,
0F, 0F, 0F, 0F,
g = 0, - =0, = —M; 7 =
oSy 0ly OSy Ol
—YM — KM
Avaliando a matriz jacobina no ponto de equilibrio endémico E* = (S}, I}, Sy, I3,),
tem-se:

—pr — Ba(l — Szlw)

0

—YH — MH

BuSh 0 -

0 0

—pn — Bu(1 = Sk) 0
—TM M T MM

Para determinar os autovalores da matriz J(E ), basta determinar as raizes do polindmio

caracteristico dado por p;(z) = det(z — J(FE4)). Assim,

x + pg + Bu(l - Sy)
YH
— B Sy
0

pe(z) = det

ou ainda,

0
T+ YH + pH
0
0

—BuSy 0

0 0

x+ par + Bu(1— Sg) 0
™ T+ M+ Bm
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x4+ pig + Bu(1— Siy) —BuSy

() = (z+ym+uar)- (v g ) (—1)*2 det
_ﬁMS]lV[ T+ Uy + 6M(1 _ S}q)

o que resulta em

pe(x) = (@ 4y + par) (@ +vm + pa) (@ + pr + Ba(1 = Si)) (@ + par + Bar(1 —
SH)) — BuBuSHSiy)-

Denotando por
n(z) = (x4 v + pa) (@ + vm + pn),
q(x) = (z + pu + Bu (1 — Sip)) (@ + par + Bur(L = Sy)) — BuBu Sy Sirs

entdo p(z) = n(x)q(x).

Como n(x) possui todos os autovalores com parte real negativa, precisamos analisar o

sinal da parte real dos autovalores de ¢(z). Para isso, reescrevemos

q(x) = 2* + 2(pg + par + Bu(1 = Sip) + Bu (1 = Sk)) + prpins + paBar(1 — Sgy) +
B (1 — Syy) + Bl — S)Bu(1 — Syy) — BuBuSyShy-

Desde que S}, < 1€ S}, < 1 (pois Ry > 1) entdo os autovalores de ¢() tem parte real

negativa se, € somente se,

pur g + o Bar (1= Sgr) + i Brr (1= Sap) + Bar (1= Sg) B (1= Sy) — BB SgrShy +
BuBu — Bubu > 0.

Agora,

porpons + pe Bar (1= Sgy) + pne B (1= Sy ) + B (1= Si) B (1 — S}y ) — B BarSu Sar +

BuBr — BuPu

— (RQA— 1) [(—pmpmA) + (B )(Ropr + Bu) + (uapvm Be)(Ropar + Bu) +

(Ro — 1)BrBupa i) + BuBur(1 — Sk Siy),
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onde A = (Ropinr + Bur) (Rofiar + Bar)-

Como A é maior que zero, vamos analisar

[(—pmpmA) + (rpeaeBar) (Roperr + Brr) + (s per B ) (Ropear + Bar) + (Ro — 1) Ba B fo ponr ] -

Ap6s uma simplificagdo, esta tltima equagdo € igual Sy 8y (1 — S5Sh,).

Portanto, se Ry > 1 entdo S}, < 1e S}, < 1, 0 que implica By By (1 — SESL,) > Oce,

consequentemente, todos os autovalores da matriz J(E;) tem parte real negativa.

Sendo assim, se Ry > 1, pelo Teorema 3.3.6 temos que o ponto de equilibrio endémico

(St Siss Iy, Iy) € localmente assintoticamente estavel.

4.1.3 ESTABILIDADE GLOBAL

Nesta secdo iremos estudar a estabilidade global do ponto de equilibrio livre da doenca.
Para isso utilizaremos a teoria de Funcional de Lyapunov e o Principio de Invariancia de La

Salle.

Antes de partir para aplicacdo dos resultados citados, precisamos mostrar que o conjunto
Q={(Su, Lu, S, In)|0 < Sy <1,0< Sy <1,0< Iy <1,0 < Iy <1} € positivamente

invariante com relacdo as solucdes do sistema (4.1)-(4.4).

Teorema 4.1.3 O conjunto Q= {(SH,IH,SM,]M)|O < Sy < 1,0 < Sy < 1,0 < Iy <

1,0 < Iy < 1} € positivamente invariante com relagdo as solugdes do sistema (4.1)-(4.4)

Demonstracao

Inicialmente, vamos verificar que Sy < 1e Sy < 1.

Aplicando o fator integrante na equagdo Sy, = (1 — Sy) — Bu(1 — Syr) Sy, obtemos

d(e“HtSH)

o :NHethSH+ﬁH<1—SM>SH€HHt.
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Integrando no intervalo [0, ¢] (com ¢ > 0), segue que

Cd(ernnSy)de (! t
/ (et Sy )dr_ / pe i de — / (1 = Sn)SuPudr,
0 0 ‘

dz
ou ainda,
t
Sy (t) = (Sy(0) — 1)erut 41 — / e @1 — S3)SyBudz. (4.10)
0
De maneira anéloga, utilizando a equacdo S, = par(1 — Sar) — Bar(1 — Sp) S, resulta
que
t
Sa(t) = (Spr(0) — 1)e !t 11 — / et @0 (1 — Sy) Sy Barde., (4.11)
0

No que segue, suponha, por absurdo, que existe ¢; > 0 tal que Sy (t1) > 1ou Sy(¢1) > 0.
Pela continuidade de Sy e S); existe um menor ty > 0 tal que Sy (to) = 1 ou Sy (to) = 1.
Considere, sem perda de generalidade, que Sy (ty) = 1 e Sy(tg) < 1 (se ocorrer o contrdrio
argumenta-se trocando Sy por Sy/). Assim, existe to > to tal que S(t) > 1,t € (to,t2). Assim,

temos 2 casos a considerar:

1° caso: Se Sys(t) < 1, parat € [ty, t3], com t3 < to, entdo:

t
(Sg(0) — e ™t <0 e / et (1 — §))SyBrdr > 0.
0

Substituindo estas desigualdades em (4.10), resulta que

Su(t) <1, parat € (ty,13), o que é uma contradi¢do.
2° caso: Se Sy (to) = 1e Sy (t) > 1, parat € (to, t3] com t3 < to, entdo:

Podemos supor que Sg(t) < Sy (t)!, paraty < t < t4, com t4 < t3. Assim, usando o

fato que SySy < 5%, na equagio (4.3), resulta que

' Sendo terfamos o contrdrio Sy; < Sy o que implicaria em Sy .Sy < 51%1 e utilizariamos a equagao (4.1) ao

invés da (4.3).



45

Shu®) < par(1 = Sur) — Bu(1 — Su) S,

ou ainda,

Agora, para cada t €|tg, t4[, tém-se:

/t‘l Shy(x)de
. 1—=Sy

2/4(MM—ﬁMSM>d$.

tq

Denotando por A(t) = [,"(par — BauSw)dx e resolvendo a dltima integral, chega-se

em:
1 — Sh(ts) < oA

1— Su(t) = °©

Desde que Sy (t) > 1, resulta:

1-— SM(t4) Z Q_A(t)(l — SM(t))

Tomando o limite quando ¢ — ¢( nesta tltima expressao:

1 — Syy(ts) > e (1 — lim Sy (t)) =0,

t—to
o que implica em Sy (t4) < 1, isso é uma contradi¢do, posto que Sy, (t4) > 1.

Assim, seguem dos 1° e 2° casos que Sy (t) < 1 paratodot € R,

Substituindo Sy (t) < 1 na equagdo (4.11), resulta também que Sy, (¢t) < 1 para todo
t € RY.

Portanto, Sy (t) < 1e Sy (t) < 1paratodot € R*.
O préximo passo € mostrar que Sy e Sy, s@0 maiores ou iguais a zero para t > 0.

Com efeito, suponha, por absurdo que existem t; > t, tal que Sy (ty) = 0 e Sy(t) < 0 para

tg < t < t;. Daequagdo (4.1) resulta que
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Su(t) 2 ur(1— Su(1)),
para todo t € [ty, ty].

Urilizando o fator integrande e##* (com ¢ € [t¢, 1]) nesta ultima desigualdade, obtemos:

d(e“HtSH)

> eht
dt Z MH

Integrando esta expressdo em [t, t1], resulta em

€t15H<t1) _ eHHtOSH(tO) > e#Htl _ eﬂHtO,

e, portanto,

S(t) 21— entomt) >0,

o que é uma contradi¢do. Portanto, Sy (t) > 0 parat € R™.
De maneira andloga prova-se que Sy, (t) > 0 paratodo ¢t € R,

Para finalizar a prova de que o conjunto ) é positivamente invariante resta verificar que
0<Iy<1le,0<1Iy <lparate R".Jdprovamos que Sy(t) < 1. Assim, segue da equacio
(4.2) que

Iy > (v + ) L,

o que implica em

d
= ([yelEtrmty > .
d ( HE ) =
Integrando em |0, |, obtemos:

6(7H+MH)tIH(t) — IH(O) 2 0,

o que implica

Iy(t) > IH(0>6_('YH+/»LH)t > (),
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parat € RT.

Por outro lado, como Sy > 0, da equacdo (4.2) temos:

Iy <yu(1=1y) = puly.

Novamente aplicando fator integrante e aintegrando em [0, ¢|, chegamos a

d

t t
/ — (]He(WH"rMH)aC)) dx < / (’VH + MH)G(’YH-FMH)de',
0 dx 0

o que resulta em:
I(t) < (Ig(0) — 1)eOatmmt 11 <1,
paratodot € RT.
De maneira andloga prova-se que 0 < I,(t) < 1, paratodo t € R™.
Portanto,
Q= {(Sy, Iy, S, Ing),0< Sy < 1,0< Iy <1,0< Sy < 1,0 < Iy < 1}

¢ positivamente invariante.

Funcional de Lyapunov para o ponto de equilibrio livre da doenca

No que segue, iremos estudar a estabilidade global do ponto de equilibrio livre da doenca.
A partir das Defini¢des 2.2.13, 2.2.14 e do Teorema 3.3.11, mostra-se que, se iy < 1, o ponto

de equilibrio livre da doenca é globalmente assintoticamente estivel.
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Antes de comegar a prova da afirmacdo anterior, lembremos que Ry = PuB . Assim, se
1220207
<~ BuBum o i
Ry < 1 entdo < 1. No entanto, esta condi¢do ndo € suficiente para provar a estabilidade
J20: 0207

global do ponto de equilibrio livre da doenca. Necessitamos das seguintes hip6teses adicionais:

pn > Br e pw > B (4.12)

Para definir o funcional de Lyapunov, fazemos a seguinte mudanca de varidveis Xy =
1—SyeXy =1—.5). Assim, o conjunto 2 torna-se Q2 = {( Xy, Iy, Xp, Iny)| 0< Xy <
1,0 < Iy < 1,0 < Xy < 1,0 < Iy < 1} e o ponto de quilibrio livre da doenga torna-se
EO = (0,0,0,0). Além disso, com essa mudancga de varidveis o sistema (4.1)-(4.4) fica da

seguinte forma:

Xy = —ppXyg+ BuXu(l— Xp), (4.13)
Iy = vu(Xug —In) — poly, (4.14)
Xy = —pumXy+ BuXu(l— Xu), (4.15)
Iy = vy X — In) — paau (4.16)

Considere o seguinte funcional:

V(Xg, Iy, Xor, Ing) = X+ Cilg + Xy + Coly, (4.17)
onde (' e (5 sdo constantes positivas que serdo definidas posteriormente.

Vamos mostrar que o V' definido em (4.17) € um funcional de Lyapunov. Para isso ele

deve satisfazer as seguintes condicoes:

(1) V(0,0,0,0) = 0.
Q) V (X, Iy, Xar, Lnr) > 0, para todo (Xgr, Iy, Xar, Inr) € (2 — {(0,0,0,0)}).

(3) V' <0, para todo (Xg, Iy, Xp, Ins) € Q.

De fato:
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(1) Avaliando V' no ponto de equilibrio livre da doencga, E0 = (0,0,0,0), resulta:

V(0,0,0,0) = 0+ C10 4 0 + C,0 = 0. (4.18)

(2) Para qualquer (Xg, Iy, Xar, Ing) € (2 —{(0,0,0,0)}), tem-se que Xy > 0, [y >
0, Xpr > 0e I, > 0, onde pelo menos uma das desigualdades € estrita. Do fato que C; > 0O e

Cy > 0, resulta que V(X g, Iy, Xar, Iar) > 0.

(3) Derivando o funcional dado em (4.17) em relacdo a ¢ utilizando a da regra da cadeia,

obtemos:
5% oV ov dV
Vi=—X! I X! —TI,.
Xy H T ar, T ax,, M g,
Desde que ;TVH =1, % = (Y, 8@(‘; =1, {fj‘; = (y, e substituindo as equagdes

(4.13)-(4.16), segue que:

V' = ()(=paXu+ BaXu(l—Xg))+Ci(va(Xa —In) — pala) + (1) (—pm X +
BuXu (1 — Xar)) + Co(yamr(Xar — Ing) — parlng)

ou ainda,

V' = (—pg + Bu) Xu + (Ba — par) Xor — (Crye + Crier ) I — (Coyar + Copinr ) s +
CiyuXu + CoymXm — (Bu + Bu) XuXu.

Como, g > Bar € par > By (por (4.12)), para que a derivada de V' seja negativa, as

constantes devem satisfazer:

o <t =B o= P
YH Ym

MH2;BM e Oy = M, entdo V' < 0, para todo
YH

Portanto, tomando C; = 5
Y™

(X, L, Xor, In) € Q.

Assim, provamos que V' definido em (4.17) é um funcional de Lyapunov. Segue, pelo
Principio de Invariancia de La Salle (Teorema 3.3.11), que o ponto de equilibrio livre da doenga

¢ globalmente assintoticamente estavel quando Ry < 1 e valer (4.12).
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4.1.4 SIMULACAO NUMERICA

Nesta secdo, serdo apresentadas as simulagdes numéricas para a dindmica populacional
do HIV/AIDS no Brasil para o Modelo I, que analisa apenas contdgio entre pessoas de sexo
oposto. A simulagdo leva em consideracio os dados iniciais com base no ano de 2007. O

software utilizado foi o R, com o uso do pacote DeSolve [20].

O Ministério da Sadde disponibiliza boletins epidemiolégicos sobre a doenga no Brasil.
Segundo os dados, em 2007, havia 23.040 homens infectados com AIDS no pais e, 16.336
mulheres. A populagdo total de homens, para esse mesmo ano, segundo dados do IBGE, era de

93.014.835, e, a populagdo total de mulheres, era de 96.320.283.

Assim, a Tabela 3.2 indica os valores utilizados como condicdes iniciais na simulacao.

Dinamica populacional para os indicadores de HIV/AIDS no Brasil

Tabela 2 — Populacdes de homens e mulheres em 2007.

Subpopulacoées  Iniciais  Populacées Proporcionais

S (0) 92.991.795 835!1835!  0,999752
1(0) 23.040 0,000248
S (0) 96.304.947 28312831 0,999841
I(0) 15.336 0,000159

Fonte: do autor.

Para a obtencdo das taxas, usou-se os dados do Ministério da Saude.

Afim de calcular a taxa com que as mulheres contaminam os homens, chamada de [y,

foi utilizada a Tabela 3.3.

O Ministério da Saudde disponibiliza a taxa de detec¢do ano a ano para homens e para
mulheres. Contudo, para a populagdo de homens, cerca de 40% das infec¢des da-se por homens
que fazem sexo com homens, o que deve ser desconsiderado neste modelo, visto que, nos
interessa apenas o contdgio entre pessoas de sexo oposto. Portanto, a taxa com que as mulheres

infectam os homens, € de By = 16,05 - 1075, ou seja, 60% de 26, 76 - 107°.

Para determinar (,;, que é a taxa com que homens infectam as mulheres, usou-se a
Tabela 3.4. Para as mulheres, € insignificante o contdgio entre pessoas do mesmo sexo, portanto,

a taxa de detec¢io em mulheres € de 14,24 - 107°.
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Tabela 3 — Homens infectados de 2007 a 2018

Anos Taxas de deteccio em homens (por 100.000 habitantes)

2007 24,8
2008 26,3
2009 26,3
2010 26,9
2011 28,3
2012 28,1
2013 28,0
2014 27,5
2015 27,2
2016 26,2
2017 25,8
2018 25,2
Média 26,76

Fonte: do autor.

Tabela 4 — Taxa de infec¢do de mulheres de 2007 a 2018

Anos Taxas de deteccio em mulheres (por 100.000 habitantes)

2007 15,9
2008 17,0
2009 16,5
2010 15,7
2011 16,0
2012 15,5
2013 14,8
2014 13,8
2015 12,6
2016 11,7
2017 10,9
2018 10,5
Média 14,24

Fonte: do autor.

As taxas de mortalidade e natalidade foram consideradas iguais, pois, consideramos as
populagdes constantes. Assim, iy (taxa de natalidade em homens) = /JH (taxa de mortalidade
em homens) = 6,05 - 1073, Adotamos o mesmo valor para /i, € u/M. Para calcula-la, utilizou-se

os dados do IBGE, segundo a Tabela 3.5, a partir deles fez-se a média entre os valores.

As constantes g € 7/, representam as taxas de desenvolvimento da doenga. Elas sdao

calculadas como sendo o inverso do periodo de incubagdo, adotado aqui como sendo o tempo
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que um individuo ao contrair o virus, demora para chegar ao estigio mais avancado da doenca.
Pode levar muitos anos para sair da fase inicial (sintomatica inicial) até a contragao efetiva da
AIDS. Estima-se que esse periodo leva de 2 a 10 anos, portanto, utilizamos um tempo médio de
6 anos, que corresponde a 26.280 dias. Portanto, vy = vy = 3,80 - 107° [19].

Tabela 5 — Taxa de mortalidade de 2007 a 2015

Anos Taxa de mortalidade por 1000 habitantes

2007 6,10
2008 6,07
2009 6,05
2010 6,03
2011 6,02
2012 6,03
2013 6,04
2014 6,06
2015 6,08
Média 6,05

Fonte: do autor.

Determinadas todas as taxas, partimos das populagdes iniciais, com base na Tabela 3.2.
Comparamos os valores simulados (para 500 anos a partir de 2010) aos pontos reais com base
nos dados apresentados na Tabela 3.6. Os valores apresentados estdo normalizados.

Tabela 6 — Valores de suscetiveis e infectados de 2008 a 2019.

Ano SH(t) [H(t) Sjy[(lf) IM(t)
2008 0.99974 0.00026 0.99983 0.00017
2009 0.99974 0.00026 0.99984 0.00016
2010 0.99974 0.00026 0.99985 0.00015
2011 0.99972 0.00028 0.99984 0.00016
2012 0.99972 0.00028 0.99985 0.00015
2013 0.99972 0.00028 0.99985 0.00015
2014 0.99972 0.00028 0.99986 0.00014
2015 0.99972 0.00028 0.99987 0.00013
2016  0.99973 0.00027 0.99988 0.00012
2017 0.99974 0.00026 0.99989 0.00011
2018 0.99974 0.00026 0.99990 0.00010
2019 0.99989 0.00011 0.99996 0.00004

Fonte: do autor.

Como exposto na Subsecao 3.1.2, determinou-se ;. Com base nos valores das taxas

apresentadas e na funcio encontrada para esse parametro, temos que:



Ry

_ BuBu
122: 92074

= 0,00062.
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A Figura 3.2 apresenta uma comparag¢do entre a simulacao ajustada a partir do modelo

e os valores reais para cada ano. Em cada um dos graficos, a curva em azul € a solucao do

modelo proposto, os pontos sdo os valores reais da populacdo nestes anos e em vermelho sdo as

coordenadas do ponto de equilibrio.

Figura 3 — Dinamica das populacdes de homens e mulheres, entre os anos de 2007 a 2020.
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Fonte: do autor.

Simulacdo da Dinamica Populacional para os Indicadores de
HIV/AIDS com Ry < 1

Ainda neste modelo, fizemos testes para verificar o comportamento da curva quando as
taxas de infec¢@o sao variadas. As informagdes a seguir sao tomadas de forma a se ter diversos
cendrios para verificar o comportamento deste modelo. O intuito € a verificagdo da dinamica

assumida pelo modelo. As populag¢des iniciais foram mantidas as mesmas da Tabela 3.2.
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Tabela 7 — Simulagfio para 8y = 16,05 - 10% e By = 14,24 - 1074,

Taxas de infeccao

Bu
B
HH
Har

16,05 - 102
14,24 - 104
6,05 1073
6,05 1073

Fonte: do autor.

Com esses valores para as taxas de infeccdo, obtemos Ry = 0,06244. Fazendo a

simulagdo, adotando os valores da Tabela 3.7, temos os graficos das Figuras 3.3. Em cada um

dos gréficos, a curva em azul € a solucao do modelo proposto e em vermelho sdo as coordenadas

do ponto de equilibrio.

Figura 4 — Simulagio para B = 16,05 - 10™* e B3y = 14,24 - 1074,
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Fonte: do autor.

Desta forma, o modelo tende aos pontos de equilibrio livre da doenga, isso porque, com

esses valores de Sy e (857, Ry ainda é menor que um.

Simulacao da Dinamica Populacional para os Indicadores de
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HIV/AIDS com Ry > 1

Alterando os valores de Sy e (85, de forma que tornem Ry > 1, temos as seguintes

andlises, baseadas na Tabela 3.8 e nos graficos da Figura 3.4.

Tabela 8 — Simulagdo para Bz = 16,05 - 1073 e B3 = 14,24 - 1073,

Taxas de infeccao

By 16,05 - 102
B 14,24 - 1073
L 6,05 1073
Y 6,05 1073

Fonte: do autor.

Com esses valores, 7y = 6,244. Em cada um dos gréficos, a curva em azul € a solugdo

do modelo proposto e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.

Figura 5 — Simulagio para Sz = 16,05 - 1073 e Byy = 14,24 - 1073,
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Fonte: do autor.

Neste caso Ry > 1. Assim, o modelo tende ao ponto de equilibrio endémico,
E' = (0.3899,0.0038,0.4105,0.0037). Contudo, o comportamento nio € tdo acentuado nos

primeiros 500 anos, isso porque, como foi mantido a mesma populagdo inicial, a quantidade
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de suscetiveis no inicio era muito grande, por isso, mesmo com 1 infectado infectando 6,244
suscetiveis, ainda levaria um tempo grande para que se atingisse o ponto de equilibrio endémico,
para que se percebesse o comportamento acentuadamente, levou-se em consideragdo uma janela

temporal de 2500 anos.

4.1.5 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Nesta secdo, serdo analisados para quais parametros do modelo, o valor de Ry (que
depende diferencialmente dos mesmos), possui maior sensibilidade, permitindo alterar o com-

portamento qualitativo das solugdes.

Definicao 4.1.4 O indice de sensibilidade normalizado da varidvel p, que depende diferencial-

mente do pardmetro p, é definido como:

Da Definicdo 4.1.4, para saber se p € sensivel ao parametro j, pode-se analisar os dados

da Tabela 3.9.

Tabela 9 — Andlise de sensibilidade de u em relacdo ao pardmetro p

Impactos dos parametros Valor de referéncia

Baixo impacto 't <0,4
Médio impacto 0,4 <I<0,5
Alto impacto 0,5 <I'W

Fonte: do autor.
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Para o Modelo I, tem-se:

_ Bubu
pEpA

Assim:

i — % ) 5_H _ (@HﬁM) ) (,UH,UM) 1
b 0By Ry HeH [N BrBum .

Destes calculos segue que 55 € um parametro que possui alto impacto para a sensibilidade

de Ro.

Analisando a sensibilidade de Ry em relacdo ao parametro 3,;, temos que:

B — d ) (5HBM) /B_M _ <5H5M) ] (MHMM) —1
o 0By \wmpar ) Ro JLE D BuBum ‘

Assim como [, By € um pardmetro que possui alto impacto para R.

Para 117, segue que:

Ro — 9 ) (ﬁHﬁM) bE (5HﬁM) o (MHMM) -1
FE Oug  \ g Ry JH A BrBum '

Com isso, conclui-se que p g possui baixo impacto para R.

Repetindo os célculos, mas agora para jiy;, temos:

R — 0 ) (5H5M) MM _ (ﬁHﬁM) o <MHMM) — 1
MM Ouye \pmpa ) Ro H fo0r BuBm .

Portanto, ;17 tem baixo impacto para .

4.2 MODELOII

Neste modelo, o contdgio entre homens que fazem sexo com homens tamném € conside-
rado. Pela literatura existente, o contdgio entre mulheres nio € considerado, visto que, os dados

indicam que o risco de contato por essa via é bem baixo.

O diagrama apresentado na Figura 3.5 mostra como se dd a variacdo das popula¢des em

cada compartimento:
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Figura 6 — Diagrama da dinamica populacional do HIV/AIDS.
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Fonte: do autor.

De acordo com este diagrama, obtemos o seguinte sistema de EDO’s:

St = (1= Su) — an(l— Su)Su — Bu(1 — Su)Sa, 4.19)
Ly = auy(1=Su)Sy + Bu(l = Su)Suy —yu(1 — Sy — Iny) — puLu,  (4.20)
Iy = (1= Sy — In) — uwlu, 421
Sy = (L= Sy) = Bu(1— Su)Su, (4.22)
Ly = Bl = Su)Su — var(1 = Sar — Ing), 4.23)
Iy = (1= S — Ing) — st I, 4.24)

Desde que a equagdo (4.20) é combinagdo linear das equacdes (4.19) e (4.21), e a equacdo

(4.23) é combinacao linear das equagdes (4.22) e (4.24), entdo o sistema anteior € equivalente a:

Sy = pa(1—Sy) —ag(l—Su)Sy — Bu(l — Su)Sk, (4.25)
Iy = yu(1 =Sy —In) — pulm, (4.26)
Sv = mm(l—Sy) — Bu(l — Su)Swu, (4.27)
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4.2.1 PONTOS DE EQUILIBRIO

Para determinar os pontos de equilibrio, devemos igualar o campo que define o sistema

de EDO’s dado pelas equacdes (4.25)-(4.28), a zero.

Assim, obtemos:

0 = (1l —Sy) —an(l— Su)Su — Bu(l — Su)Sa, (4.29)
0 = va(1 =Sy —In)— puly, (4.30)
0 = pns(1— Su) — Bar(1 — Sir)Sar, 431)
0 = yar(1— Sas — Int) — pine I (4.32)

Colocando (1 — Sj;) em evidéncia na equagdo (4.31), resulta que:

Br(1— Su)
s + Bu(1— Su)

(1—Sy) = (4.33)

Substituindo (1 — Sy,) da equagdo (4.33) na equagdo (4.29), chega-se a:

Br(1 — Su) ) g
pvr + Bar(1 — Sh) "

0= uH(l — SH) — OéH(l — SH)SH — 5[{ (

ou ainda,

BrBumSH
piar + Bu(l — Su)

0= (1 — SH)(,MH — aHSH —

BumBrSH _
pnr + B (1 — Sw)

Portanto, hd dois casos a considerar: (1—Sy) = 0ou ug—agSy—

Ponto de equilibrio livre da doenca £°

Este ponto E° é obtido no caso quando Sy = 1. Substituindo este valor de Sy na
equacao (4.29), resulta que:
0= —Bu(l—Su)l,
o que implica que

Sy =1

Substituindo Sy = 1 e Sy = 1, nas equacdes (4.30) e (4.32), respectivamente, entiao
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Portanto, E° = (1,0, 1, 0) € o ponto livre da doenga.
Ponto de equilibrio endémico F; = (S}, I}, 51, 11,)

Para determinar o ponto de equilibrio endémico, vamos analisar o caso em que Sy # 1 e

ou seja,

agSupm + oapSufu(l — Su) + BubuSu = pupn + Bupr(l — Su),

o que implica

—apSE By + (ampn + anBu + BuBu + Buin) Sy — paiiar — Buritg = 0. (4.34)

Definindo por

A = (agpar + B + BuBar + Barpr)® — 4.(cm Bar) (i piar + Bartim), (4.35)

resulta em dois valores de Sy que € solucdo da equagdo (4.34), a saber:

gl _ agpa + opBu + Babu + Bupia — VA
" 205 Bu ’

amppin + apBu + BuBu + Buiie + VA
205 Bu .

52 =

Contudo, precisamos determinar se os dois valores de S sdo nimeros reais e se estao

dentro da regido de interesse, ou seja, 0 < Sy < 1.

Reescrevendo A definido em (4.35), obtemos:

A = (puuBm — aHMM)Z + (b — CYHﬁM)2 + 2MH5HBJ2\/[ + a%{ﬂMﬁM

+2a i Bu By + 2auBu By + BrBa — 1h By
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Assim, se By > up, entdo, A > 0, o que implica que S} e S? sdo ndmeros reais.
H H

Portanto, para a existéncia de ponto de equilibrio endémico colocaremos a hipétese de Sy > iy.

Como os coeficientes do termo quadrético e do termo independente do polindmio em

(4.35) tem mesmo sinal, segue que S}; € S% sdo ndo negativos.

Agora, observe que S}q < 1 se, e somente se, ay iy + g B+ Bu b+ Buitr — \/Z <

2c B

Esta ultima desigualdade € equivalente a:

2umrag Bk + 20m B i < 4By + dam BBy (4.36)

Portanto, se considerar Sy > pupg e By > pa, entdo a desigualdade em (4.36) €

verdadeira e, consequentemente, S}{ < 1.

No que segue, vamos verificar que S% > 1.

ampin + apBu + BuBu + Buia + VA

2ay B
hipétese que Sy > ag,” entdo (ay + Br) v > 20w P, logo, S > 1.

De fato, lembrando que S 2 = . Colocando a

appy + apBu + Babu + Bupia — VA

2oy fm
valor para Sy que tem significado biolégico. No que segue iremos determinar I, Si, e I,

Acabamos de verificar que S}, = € o tnico

que sdo as coordenadas do ponto de equilibrio endémico. Ressaltamos que estes pontos serdo

apresentados em funcdo de S,.
Da equacgdo (4.30) segue que:

(ve + pm)

Para determinar S}, substitui-se S}, na equacdo (4.31) e, assim,

Gl parir + B — o S
pnrBr + Br By '

Conhecendo S}, podemos determinar 7},. Para isso, basta substitui-lo na equagdo (4.32).

Assim,

2 Mais adiante neste trabalho, esta hipétese surgird naturalmente da definicio de Ry para este Modelo II.
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[]1\4 _ VM(l - Sjl\/[)
Y T+
ou ainda,
Y (1 — piaeper — e B + apinr Sgy)
(Yar + par) (pna B + BrBar)

L =

4.2.2 ESTABILIDADE LOCAL

A estabilidade local serd analisada apenas para o ponto de equilibrio livre da doenga, pois
ainda ndo conseguimos verificar este mesmo resultado para o ponto de equilibrio endémico. A
verificacdo de que a solucdo deste sistema converge para o ponto de equilibrio nos casos Ry < 1

e Ry > 1 dar-se-a0 através de simula¢des numéricas.

Bubu

v (i — o)
neste Modelo II para o estudo da estabilidade é que py > ay.

Para este modelo o valor de Ry = 2 Assim, a primeira condi¢do imposta

Estabilidade local do ponto de equilibrio livre da doencga

Teorema 4.2.1 Se Ry < 1, o ponto de equilibrio livre da doenca E° = (1,0,1,0) é localmente

assintoticamente estdvel.

Demonstracdo: Conforme feito no Modelo I, considere o campo F' = (F}, Fy, F3, F})

dado por:

Fi = pg(1—5Sy)—ag(l—Sg)Sy — Bu(l — Sa)SH,
Fy = vyu(1—=Sug—In)— puly,
Fy = puy(1—Sy) — Bu(l — Su)Swu,

Fy = (1 — Sy — Ing) — s Ing.

Assim, o sistema dado pelas equacdes (4.25)-(4.28) € equivalente a equagdo vetorial

dx
— = F(X).
o = F(X)

O porqué deste valor de Ry ficara claro na prova da estabilidade local do ponto de equilibrio livre da doenca.

3
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Para aplicar o método de linearizacdo em E° deve-se determinar a matriz jacobiana do

campo F no ponto E°. Inicialmente, a matriz Jacobiana de ' num ponto E qualquer é obtida da

seguinte forma:

onde

o
Ol

resulta:

oF,
oSy

=0,

0F,

6SH - _’YH’

oF,
95 B S,

OF,
95

[ 8F1 8F1 8F1 aFl
0Sy Olg 0Su Oly
8F2 (9F2 8F2 an
0Sy Olg 0Sy Ol

J(E) =
OF; O0F; 0F; O0F;3
0Sy O0lg 0Sy Ol
oF, O0F, O0F, O0F;
| 0Sy OIy 9Sy Oly

0F;

=7 = —7YH — HKH,

0ly

OFs;
oly

O0F,

oly

0F,

951, = —TM>

0F;
OSm

Ok
oIy

OF,
OSu

oF,
07 aSM - /BHSHv
0F;
@ — 0’
0F3
— 1y — Bas(1—Sp), 8
fiar — B ( H) Ol
Of _
aIM - Y Har-

Avaliando a matriz jacobiana no ponto de equilibrio livre da doenga E° = (1,0, 1,0),



—pH + og 0 B 0
—VH —Yu — g 0 0
J(Eo) =
Bm 0 — 0
| 0 0 M M T EM
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Como os autovalores da matriz J(Ey) é equivalente as raizes do polindmio caracteristico

desta matriz, ou seja, as raizes de p;(z) = det(xl — J(E))), entdo:

T+ Mg — O 0 —Bu 0
T+ v+ 0 0
(@) det TH YH T HH
—Bm 0 T+ Uy 0
i 0 0 Y™ T Mt Ay
249 T+ MH — O _6H
= (x+vm +pm)-(z+yu + pg)(—1)""" det
—Bum T+ pr

= (v 4+ + par) (@ +vm + pw)[(@ + pr — ag) (@ + par) — Ba Bl

Asssim, todos autovalores de J(E) tem parte real negativa se, e somente se, todas raizes
do polindmio q(z) = x* +x (g + par — o) + pgfiar — s — Br By tem parte real negativa.
Para isso acontecer basta que todos os coeficientes deste polindmo sejam positivos, mas isso
acontece com os coeficientes: 1 do termo quadrético e (g — ay + par) do termo de grau 1.

Portanto, para que o coeficiente do termo independe seja positivo devemos ter:

s — o — Ba By > 0,

o que implica
BuPu

1> .
Ky — BMOH

Desde que
BB
[ — PO
entdo, se Ry < 1 resulta que todos os autovalores de J(E") tem parte real negativa e pelo

R():

Teorema 3.3.6 segue que o ponto de equilibrio livre da doenga E° = (1,0, 1,0) € localmente

assintoticamente estavel.
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4.2.3 SIMULACAO NUMERICA

Nessa secdo, encontram-se as simulagdes numéricas para a dinamica populacional do
HIV/AIDS no Brasil para o Modelo II, neste, consideramos o contdgio entre homens que fazem

sexo com homens. Os dados utilizados sdo os mesmos do Modelo I.

Dindmica Populacional para os Indicadores de HIV/AIDS no

Brasil

As taxas utilizadas foram as mesmas do Modelo I. Contudo, precisamos trabalhar com
a g que indica a taxa de contaminagdo entre homens que fazem sexo com homens. Conforme
mencionado anteriormente, de toda contaminacéo masculina, 40% provém dessa via de infecgéo,

portanto, a; = 10, 71.107°, ou seja, 40% de 26,76 - 1075,

Na Secao 3.2.2 encontramos a expressao de Ry para o Modelo II. Utilizando os dados

das Tabelas 3.3, 3.4 e 3.5, para determinar 5y, Sas, [ty € (s, € 0 valor de ayy, segue que:

Ry = 0,00070.

A figura 3.6 mostra uma comparacao entre a simulagdo ajustada a partir do modelo
e os valores reais para cada ano. Em cada um dos graficos, a curva em azul € a solucao do
modelo proposto, os pontos sdo os valores reais da populacdo nestes anos e em vermelho sdo as

coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 7 — Dinamica das populacdes de homens e mulheres, entre os anos de 2007 a 2020.
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Simulagdo da Dinamica Populacional para a doengca HIV/AIDS quando
Ry <1

Nessa secdo, analisaremos 0 que acontece com a curva (para o Modelo II) quando
variarmos as taxas de infeccdo, mas, ainda se mantermos 7y < 1, e, as populagdes iniciais
também sendo consideradas as mesmas da Tabela 3.1. Aqui, foram utilizados os valores da

Tabela 3.10:

Tabela 10 — Simulagdo para Ry < 1

Taxas de infeccao

Br 16,05.10°°
B 14,24.1075
e 6,05.104
ny 6,05.104
am 10,71.107

Fonte: do autor.
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Para esses valores, temos que 2y = 0, 063557. Sendo assim, a curva deve tender ao ponto
de equilibrio livre da doenca. A Figura 3.7 representa esta situacdo. A janela temporal adotada
foi de 5000 anos, para que se pudesse observar o comportamento assintotico das populacoes.
Em cada um dos gréficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto e em vermelho sdo as

coordenadas do ponto de equilibrio.

Figura 8 — Simulacdo para 8y = 16,05.107% e 83 = 14,24.1075.
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Simulacao da Dinamica Populacional para a doenca HIV/AIDS quando
Ry>1

Para tornar Ry maior que um, foram utilizados os valores da Tabela 3.11.
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Tabela 11 — Simulacdo para Ry > 1

Taxas de infeccao

By 16,05.10°°
Bt 14,24.1075
Liar 6,05.105
ny 6,05.104
am 10,71.10°7

Fonte: do autor.

Para esses valores, temos que 7y = 6, 35669.

Como neste caso Ry € maior que 1, o modelo tende ao ponto de equilibrio endémico,
E' = (0.3881,0.2361,0.4113,0.2271).Em cada um dos graficos, a curva em azul € a solugio

do modelo proposto e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.

Figura 9 — Simulagdo para Ry > 1.
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Neste caso, a janela temporal adotada foi de 250000 anos, para que se pudesse ver um

comportamento acentuado das curvas.



5 SIMULACOES UTILIZANDO OS MODELOS I E II COM DADOS DE OUTROS
PAISES

Neste capitulo encontram-se as simulacdes para os Modelos I e II utilizando dados de
outros paises. Os conjuntos de equacdes diferenciais propostos foram pensados para o Brasil,
afim de trabalhar com as suas caracteristicas. Testaremos aqui se o modelo adere aos dados
de outros lugares. Os paises escolhidos foram Africa do Sul, Estados Unidos, Haiti e Espanha
pois s@o de regides diferentes e foi possivel encontrar mais dados sobre a doenga. Para calcular
as taxas dos modelos foram usados os dados disponibilizados pela UNAIDS e todos os paises

foram testados para os dois modelos.

As taxas de mortalidade (i e pups) foram retiradas do The World Bank [21]. Para
calcular as taxas contaminagdo [ utilizou-se os dados da UNIDAIS. Foram disponibilizados o
numero de individuos infectados do ano de 1990 a 2019 (dentre os usados no trabalho, apenas
os Estados Unidos ndo continha o ano de 2019, os seus valores iam até 2018), desta forma,
considerou-se a média e, em seguida, pegou-se a populacao de cada ano (dado disponibilizado

no The World Bank), calculou-se a média, e dividiu-se. Ou seja:

=

Bu
onde H;: média a partir dos valores de homens infectados, Hy: média a partir dos

valores de homens no pais para aquele ano.

O mesmo foi feito para 3),. A taxa de desenvolvimento da doenga utilizada foi a mesma
que para o Brasil, ela é calculada como o inverso do periodo de incubacdo. No segundo modelo,
inclui-se a7, nos dados disponibilizados pela UNAIDS, temos apenas uma informacao (do ano
de 2019) para homens que fazem sexo com homens, para o célculo dessa taxa, considerou-se o

valor para 2019 e dividiu-se pela populacdo de homens infectados no mesmo ano.

5.1 AFRICA DO SUL

No ano de 2019, a Africa do Sul continha cerca de 58.558.270 habitantes [22], e, segundo
dados da UNAIDS, para o mesmo ano obtivemos cerca de 200.000 novas infec¢des pelo HIV no
pais. A Africa do Sul é um dos pafses mais afetados pelo virus, o pais vive uma epidemia. As

mulheres correspondem a maior parcela de infec¢ao, o que pode expor uma desigualdadade de
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género visto que o pais possui altos indices de violéncia doméstica e a poligamia € permitida

[23].

Os primeiros casos de AIDS no pais foram relatados em 1982 por homens que faziam
sexo com homens. Alguns testes mostraram que haviam cerca de 100 contaminagdes relacionadas
a transfusdo de sangue dentre os anos de 1982 a 1985. Até o ano de 1988 a epidemia ficou
voltada para homens que faziam sexo com homens, o que mudou no final da década de 80,
com o crescimento de casos entre pessoas heterossexuais e o agravamento nos casos pela AIDS

pedidtrica [22].

Um dos problemas encontrados pelos pesquisadores que tentam entender a epidemia no
pais € a qualidade inadequada de informagdes. O pais € marcado por uma forte desigualdade,
tanto para questdes raciais, quando de classe e género, o que reflete diretamente no setor da
saide. O governo no pais tem natureza conservadora, o que dificulta intervencdes de satde
piblica relacionadas a doenga. Os fatores sociais acabam por agravar a epidemia na Africa do

Sul [22].

Os dados no pais foram testadas nos dois modelos. Verificamos o comportamento para
os 30 anos onde existem dados para comparacdo. As Tabela 4.1 e 4.2 indicam, respectivamente,

as populacdes iniciais e as taxas utilizadas para o Modelo I.

Para o Modelo I temos:

Tabela 12 — Populagdes de homens e mulheres em 1990.

Subpopulacées  Iniciais  Populacoes Proporcionais

S (0) 18.253.908 9081908!  0,998250
I(0) 32.000 0,001750
S1(0) 18.477.092 09210921 0,998002
1(0) 15.336 0,001998

Fonte: do autor.
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Tabela 13 — Taxas utilizadas no Modelo 1.

Taxas de infeccao

Bu
Bu
HH
M
YH
M

6,49.1073
9,41.1073
1,09.1072
1,09.1072
3,80.107°
3,80.107°

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.1. Em cada um

dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sao os valores reais da

populagdo nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.

Figura 10 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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—e— Valor exato

Para o Modelo II temos que a populacao inicial foi mantida a mesma da Tabela 4.1. Nas

taxas, € acrescentado o valor de az;. Resultando na Tabela 4.3.
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Tabela 14 — Taxas utilizadas no Modelo II.

Taxas de infeccao

B 6,49.1073
B 9,41.1073
U 1,09.1072
nY: 1,09.1072
YH 3,80.107°
Yo 3,80.107°
ay 1,04.1072

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.2 Em cada um dos

graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sdo os valores reais da

populacao nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.

Figura 11 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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Os dados para o pais ndo apresentam um padrao desde o inicio da epidemia. Os valores de

novas infeccoes sofreram crescimento e depois um decrescimento. Vemos que para a populacio
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de homens, a quantidade de infectados atingem um valor mdximo para o ano de 2000 e para as

mulheres esse pico ocorre em 2002, conforme exposto nas Figuras 4.1 e 4.2.

5.2 ESTADOS UNIDOS

As primeiras identificacdes clinicas ocorreram nos Estados Unidos. O pais sofreu com

uma epidemia no inicio da década de 80 [24].

Os relatos iniciais eram em sua maioria de jovens com sintomas indefinidos, mas que
apresentavam pneumonia. Com o aumento no nimero de casos e o estabelecimento de pressao
por partes do infectados, o governo passou a instaurar politicas de prevencdo relacionadas
a doenca, esses programas baseavam-se em causar medo nos individuos o que gerou muito
preconceito e panico. Um fator que interferiu significativamente sobre a doenga no pais, € o fato
de que o sistema de satide € pago pelos cidadaos. Com o tempo, os Estados Unidos comegaram a
entender que o Brasil era um bom produtor de ARV (Antirretrovirais) e garantia precos acessiveis
(parte dessa aceitacdo veio de uma pressao mundial). Atualmente nos Estados Unidos foram
instauradas medidas pds-exposi¢do e a doenga tem afetado grupos especificos como pessoas de
baixo poder aquisitivo, usuérios de drogras injetdveis, homens que fazem sexo com homens,

pessoas que possuem mais de um parceiro e pessoas ligadas ao comércio sexual [25].

No pais, a AIDS € contabilizada em cerca de 0,3 % da populagdo, contudo, ha uma forte
concentracdo de casos entre homens que fazem sexo com homens (que estima-se ter, até o ano

de 2019, 4.503.100 infectados) [21].

Os dados para os Estados Unidos foram testadas nos dois modelos. Verificamos o
comportamento para os primeiros 29 anos (a UNAIDS néo disponibilizou os dados de 2019).
As Tabela 4.4 e 4.5 indicam, respectivamente, as populagdes iniciais e as taxas utilizadas para o

Modelo I.

Para o0 Modelo I temos:
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Tabela 15 — Populac¢des de homens e mulheres em 1990.

Subpopulacoes Iniciais Populacées Proporcionais

S51(0) 122.292.569 56915691 0,999730
I54(0) 33.000 0,000269
S (0) 127.289.431 43114311 0,999937
I14(0) 8.000 0,000063

Fonte: do autor.

Tabela 16 — Taxas utilizadas no Modelo 1.

Taxas de infeccao

By 2,18.10°F
But 5,41.1075
e 8,50.1073
ny 8,50.1073
. 3,80.107°
Var 3,80.107°

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.3. Em cada um
dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sdo os valores reais da

populacdo nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 12 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2018.
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Fonte: do autor.

Para o Modelo II, a populagdo inicial foi mantida a mesma da Tabela 4.4. Nas taxas, €

acrescentado o valor de ;. O que resulta na Tabela 4.6.

Tabela 17 — Taxas utilizadas no Modelo II.

Taxas de infeccao

Br 6,49.10°3
Bar 9,41.1073
e 1,00.1072
ny 1,00.1072
. 3,80.1075
Var 3,80.1075
ap 1,37.1072

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.4. Em cada um
dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sao os valores reais da

populacdo nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 13 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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Fonte: do autor.

A quantidade de casos nos Estados Unidos se manteve de forma linear, sem muitas
oscilacdes dentre os anos de 1990 a 2018. Conforme visto nas Figuras 4.3 e 4.4 os valores exatos

sdo proximos as solucdes do modelo.

5.3 HAITI

Os primeiros casos de AIDS no Haiti também foram registrados pelos mesmos grupo
dos Estados Unidos e paises da Europa. Com o passar do tempo, comegou-se a crescer no
pais infec¢des relacionadas a transfusdo de sangue. Hoje, o padrao tem mudado, o Haiti
possui como transmissdo predominante, o contagio heterossexual (anélises feitas com dados de

soroprevaléncia). Com isso, o nimero de infecgdes em mulheres tem crescido no pais [26].

A infec¢do por HIV € um problema crescente no Haiti, existem muitas resisténcias
em mudangas nos comportamentos sexuais € o tema sexo ainda € visto como um tabu para a
populacdo. Além disso o pais possui crengas culturais de que a doenga pode ser transmitida por

meios sobrenaturais [26].
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Para o ano de 2019, o pais registrou cerca de 2.700 homens infectados e 3.000 mulheres
infectadas [21]. Os dados do pais foram testados nos dois modelos. As Tabela 4.7 e 4.8 indicam,

respectivamente, as populagdes iniciais e as taxas utilizadas para o Modelo L.

Para o Modelo I temos:

Tabela 18 — Populagdes de homens e mulheres em 1990.

Subpopulacoes Iniciais Populacoes Proporcionais

S#(0) 3.451.620 3201320!  0,997197
I5(0) 9.700 0,002802
Sy (0) 3.567.380 68016801 0,997399
1(0) 9.300 0,002600

Fonte: do autor.

Tabela 19 — Taxas utilizadas no Modelo 1.

Taxas de infeccao

By 2,18.10°3
Bur 1,26.1073
e 1,18.1073
Y 1,07.1072
. 3,80.1075
Var 3,80.1075

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.5. Em cada um
dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sdo os valores reais da

populacao nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 14 — Dinamica das popula¢des de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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Para o Modelo II temos que a populacdo inicial foi mantida a mesma da Tabela 4.7. Nas

taxas, € acrescentado o valor de a;. O que resulta na Tabela 4.9.

Tabela 20 — Taxas utilizadas no Modelo II.

Taxas de infeccao

Bu
B
1231
12208
g
YH
YMm

6,49.10°3
9,41.1073
1,00.1072
1,00.1072
5,56.1073
3,80.1075
3,80.1075

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.6. Em cada um

dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sao os valores reais da

populacdo nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 15 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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Fonte: do autor.

Os dados reais para o Haiti mostram que a quantidade de pessoas infectadas tem dimi-
nuido ao longos dos anos. Se compararmos as solu¢des do modelo e os valores exatos, vemos

que eles apresentam uma tendéncia parecida.

54 ESPANHA

Os primeiros casos de AIDS na Espanha ocorreram por volta de 1982 e foram relatados
por homens homossexuais. Desde o inicio da proliferacao da doenga no pais, mais de 85.000
pessoas foram infectadas e a doenga levou mais de 60.000 pessoas a 6bito. A doenca afetou
principalmente usudrios de drogas injetdveis, porém, a partir dos anos 2000 tém-se relatado

inimeros casos entre homens que fazem sexo com homens [27].

O governo espanhol forneceu financiamento para o desenvolvimento de pesquisas sobre
a doenca. Com isso, foi possivel construir um banco de dados com registros clinicos sobre a

populacdo infectada e ter um melhor controle sobre a doenga no pais [27].

No ano de 2019, a Espanha obteve 2.700 novas infec¢des, destas, 2.300 foram registradas
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em homens. Vemos que doenca tem sofrido uma redugdo, em 1990 a quantidade de homens

infectados foi de 5.500 e o total de infec¢do para este mesmo ano foi de 7.900 [21].

Os dados sobre a doenca no pais foram testados para os dois modelos. As Tabela 4.10 e

4.11 indicam, respectivamente, as populagdes iniciais e as taxas utilizadas para o Modelo 1.

Para o Modelo I temos:

Tabela 21 — Populagdes de homens e mulheres em 1990.

Subpopulacées  Iniciais  Populacoes Proporcionais

S (0) 19.034.310 81018101  0,999711
I(0) 5.500 0,000289
S1(0) 19.825.112 51215121 0,999879
1(0) 2.400 0,000121

Fonte: do autor.

Tabela 22 — Taxas utilizadas no Modelo I.

Taxas de infeccao

By 1,83.101
Br 3,66.107°
L 8,67.1073
ny 8,67.1073
. 3,80.107°
Var 3,80.107°

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.7. Em cada um
dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sao os valores reais da

populacdo nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 16 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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Fonte: do autor.

Para o Modelo II temos que a populagdo inicial foi mantida a mesma da Tabela 4.10.

Nas taxas, € acrescentado o valor de aryy. O que resulta na Tabela 4.12.

Tabela 23 — Taxas utilizadas no Modelo II.

Taxas de infeccao

Br 6,49.10°3
Bar 9,41.1073
e 1,00.1072
ny 1,00.1072
am 4,67.1072
Ve 3,80.1075
Var 3,80.1075

Fonte: do autor.

O comportamento para os primeiros 30 anos € mostrado na Figura 4.8. Em cada um
dos graficos, a curva em azul € a solu¢do do modelo proposto, os pontos sao os valores reais da

populacdo nestes anos e em vermelho sdo as coordenadas do ponto de equilibrio.
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Figura 17 — Dinamica das populagdes de homens e mulheres, entre os anos de 1990 a 2019.
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Fonte: do autor.

A doenca no pais nao apresenta uma regularidade nos anos iniciais. Ao final da década
de 90 os dados comegam a ficar mais lineares e o nimero de infec¢des passam a reduzir com o

passar dos anos.



6 RESULTADOS E CONCLUSOES

Neste trabalho foram propostos dois sistemas de equacdes diferenciais para modelar a
dindmica da doenga AIDS na populacdo humana. Estes modelos consideram separadamente o
que aontece com a transmissao desta doenca na populacdo de homens e mulheres. O Modelo
I tratou apenas do contigio entre pessoas do sexo oposto € o0 Modelo II, também levou em
consideracdo o contdgio entre homens que fazem sexo com homens. Ambos consideraram as

populacdes constantes, com isso, foi realizada uma andlise qualitativa dos modelos.

Para 0 Modelo I foram encontrados os pontos de equilibrio £° e E! e, para estes pontos,
estudou-se a estabilidade local onde foi possivel concluir que sdo localmente assintoticamente
estaveis da seguinte forma: o ponto de equilibrio livre da doenca E° é localmente assintoti-
camente estdvel quando R, < 1 e instdvel se Ry > 1; o ponto de equilibrio endémico E' é
localmente assintoticamente estdvel quando Ry > 1. Quanto a estabilidade global, avaliamos a
mesma com base em funcionais de Lyapunov. Verificamos que o conjunto 2 é positivamente
invariante, e, com base no Principio de invariancia de La Salle e na anélise do funcional proposto
(que verifica as hipéteses para ser um funcional de Lyapunov) podemos concluir que o ponto
de equilibrio livre da doenca E° é globalmente assintoticamente estdvel. Além disso, foram
realizadas algumas andlises através de simulacdes e, vemos que estas concordam com as anélises
tedricas visto que tanto na simula¢do, quando nos cédlculos envolvendo R, chegamos a mesma

conclusao.

Para o Modelo 2, encontramos os pontos de equilibrio e verificamos que o ponto de
equilibrio livre da doenca € localmente assintéticamente estdvel, pois, g < 1. As simulagdes

para este modelo mostram que este estd de acordo com as andlises tedricas.

As simulacdes numéricas (dos dois modelos) foram realizadas com os dados reais
disponibilizados pelo Ministério da Satude. Os dados utilizados foram para o Brasil, no intervalo

de 2007 a 2019.

No Capitulo 4, avalia-se o comportamento do modelo para diferentes paises. Foram
analisados os dados da Africa do Sul, Estados Unidos, Haiti e Espanha. Estes paises foram
escolhidos pois sdo de regides diferentes do mundo e sdo os que tem a maior quantidade de
dados disponibilizados pela UNAIDS para realizar as simulagdes. Os modelos elaborados foram
pensados com base nas caracteristicas do Brasil e portanto, nem todos os paises tem seus dados

reais se aproximando das solucdes do modelo.
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A Africa do Sul € o pais com maior nimero de casos de infec¢des por HIV no mundo.
No pais, a doenca nao teve um caréter linear, ela decresceu e depois decresceu ao longo dos
anos. Se avaliarmos os pontos reais em relacio a solucdo do modelo, vemos que as solucgdes,

ndo apresentam sazonalidade e se mantém praticamente linear nos anos analisados.

Na simulagdo para os Estados Unidos, vemos que, dentre os quatro paises escolhidos,

este é o que tem os dados reais mais proximos das solu¢des do modelo.

Ja no Haiti, as solu¢des do modelo e os dados reais seguem a mesma tendéncia (de dimi-
nuicdo no nimero de individuos infectados), porém, os dados reais tendem a esse comportamento

mais bruscamente.

A Espanha possui seus valores reais proximos as solu¢des do modelo, porém, esses
se aproximam mais quando olhamos para a populacdo masculina. As solu¢cdes do modelo

apresentam um carécter linear e, os dados espanhdis possuem algumas irregularidades.

Apesar de alguns paises ndo terem o comportamento proximo ao que os modelos propde,
vemos que as solucdes e os dados reais, de certa forma, estdo proximos, isso porque, a escala
utilizada é bem pequena. Com isso, as simulacdes se tornam importantes ao fato de que, através

delas, podemos avaliar a tendéncia da doencga no pais.

Por fim, ressaltamos que para os Modelos I e II, modelos estes construidos com base na
dindmica da doenca AIDS no Brasil, ainda restam algumas andlises qualitativas dos modelos de
EDO a serem feitas. No Modelo I ainda estd em aberto a prova da estabilidade global do ponto
de equilibrio endémico. Ja para o Modelo II, falta um estudo qualitativo desde a estabilidade
local do ponto de equilibrio endémico quanto de um estudo da estabilidade global de ambos os
pontos de equilibrio. Ressalta-se que a inclusdo da taxa de contaminagdo entre homens dificulta
muito o estudo do sistema e devido a limitagado de tempo ndo foi possivel aprofundar mais nestes

resultados. Essas questdes serdo analisadas em trabalhos futuros.
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