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RESUMO

Usualmente, a rotina de um laboratério se resume a observar um fenomeno e determi-
nar o agente causador do mesmo, ou seja, busca-se relacionar a causa a um efeito. Essa
relacao pode ser expressa matricialmente como Kf = g, onde f representa a causa e nao
esta acessivel de forma direta, g representa efeito que pode ser mensurado e, por fim, K,
o operador matematico que relaciona os dois parametros. Encontrar f a partir de K e g é
conhecido como problema inverso. Esse é um assunto muito recorrente em diversas areas
e que apresenta complicagoes na sua resolucao, como por exemplo, a amplificacao do erro
no resultado final, ocasionando em uma solucao incoerente com a interpretacao fisica.
Existem inimeros estudos que investigam métodos eficientes para a obtencao da solucao
de tais problemas, dentre eles, se destacam as Redes Neurais Artificiais. O emprego dessas
redes tem gerado grande avanco cientifico para a otimizacao da solugao desses problemas.
De forma a generalizar o modelo de Rede Neural Artificial de Ordem Inteira, que é assim
denominado por ser descrito por uma equacao diferencial de ordem inteira, estudos pro-
puseram a implementacao da Rede Neural de Hopfield com o Célculo Fracionério, onde
a derivada passa a ter ordem fracionaria, incorporando o conjunto dos numeros racio-
nais Q, obtendo-se 6timos resultados quando comparados ao Célculo tradicional. Essa
metodologia consegue contornar diversas dificuldades encontradas, diferente das técnicas
usuais. A originalidade deste projeto se encontra na implementacao das Redes Neurais de
Hopfield com Célculo Fraciondrio (RNFH) para a solugdo do problema da densidade de
estados de fonons da capacidade calorifica, utilizando o software MATLAB para auxiliar
no calculo numérico, havendo uma melhora na velocidade de convergéncia dos resultados.
Tal metodologia também foi empregada na resolucao de problemas mais simples, com
o intuito de introduzir conceitos e avaliar o desempenho da RNFH, na qual também se
mostrou eficiente em relagao a velocidade de convergéncia da solugao. A RNFH proporci-
onou resultados proximos do exato, chegando a ser até 202 vezes mais rapida que a Rede

Neural de Hopfield, diminuindo o custo computacional de forma consideréavel.

Palavras-chave: Calculo Fracionario. Rede Neural de Hopfield. Problemas Inversos.



ABSTRACT

Usually, the laboratory routine is summed up to observing a phenomenon and determi-
ning its causative agent, in other words, it seeks to relate the cause to an effect. This
relationship can be expressed through matrices as Kf = g, where f represents the cause
and it is not directly accessible, g represents an effect that can be measured and, finally,
K, the mathematical operator that relates the two parameters. Finding f through K and
g is known as inverse problem. This is a very recurring subject in several areas and has
complications in its resolution, such as the amplification of the error in the result, leading
to a solution inconsistent with the physical interpretation. There are numerous studies
that investigate efficient methods to obtain a result, among them, the Artificial Neural
Networks stand out. The use of these networks has generated great scientific advance
for the optimization of such problems. In order to generalize the Integer Order Artificial
Neural Network model, which is named after being described by an integer derivative,
studies have proposed the implementation of the Artificial Neural Network with Frac-
tional Calculus, where the order of the derivative is fractional, incorporating the set of
rational numbers, obtaining excellent results when compared to the traditional Calculus.
The methodology used in this work can circumvent difficulties that are not tractable by
traditional means. The originality of this project lies in the implementation of Hopfield
Neural Networks with Fractional Calculus (FHNN) to solve the density of phonon sta-
tes of heat capacity, using the MATLAB software to aid in numerical analysis, with an
improvement at the speed of convergence of results. This methodology was also used to
solve simpler problems, in order to introduce concepts and evaluate the performance of
the FHNN, which was also efficient regarding the speed of convergence of the solution.
This method provided accurate solutions, being 202 times faster than the Hopfield Neural

Network, significantly decreasing the processing time.

Keywords: Fractional Calculus. Hopfield Neural Network. Inverse Problems.
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1 INTRODUCAO

Uma édrea do Célculo que teve sua origem em 1695 e que tem como principal
fundamento generalizar operacoes de derivacao e integracao para ordens nao inteiras é
conhecida por Célculo Fraciondrio®. Tal drea vem se mostrando uma 6tima ferramenta
alternativa por complementar o calculo tradicional em diversos problemas na Ciéncia,
o que tem atraido a atencao de inimeros pesquisadores, pois apresenta propriedades
que a destacam do classico, como por exemplo, o efeito de memoria, que sera discutido
posteriormente. O Célculo Fracionario apresenta muitas formulagoes de derivadas, porém
h& um interesse em adotar a derivada proposta por Caputo para trabalhar com problemas
na Fisica e na Quimica, devido ao fato de que, ao aplicar essa derivada fracionaria a uma

25 mostram sua

funcao constante, o resultado encontrado é igual a zero. Diversos artigos
eficiéncia, comprovando que o Célculo Fracionario possui aplicacao em diversas areas da
Ciéncia®®. Uma 4rea que desperta grande interesse ¢ a do estudo com modificacoes na
arquitetura de redes neuraist®H.

A ideia de se criar um modelo matematico para sistemas fisicos que mimetizava o
funcionamento de um neurdnio biolégico surgiu em 1982 por J. J. Hopfield*2, que propos
aplicar tal modelo em célculos de problemas matematicos. Esse modelo ficou conhecido
por Rede Neural de Hopfield (RNH) e vem sendo empregado em diversos problemas®#4.
Vale ressaltar a aplicacao da RNH em problemas inversos em Quimica, onde se observa
o aperfeicoamento da propriedade desejada de forma iterada?. Otimos resultados foram
obtidos no trabalho em que um algoritmo generalizado foi empregado para resolver pro-
blemas lineares e nao lineares mal colocados, com base na RNH, além de se concluir que
a técnica de rede neural apresenta melhor performance quando comparada aos métodos
tradicionais™”.

Recentemente, inimeros estudos tém sido conduzidos a fim de entender o com-
portamento dinamico e as propriedades estaveis do sistema de equagoes de ordem fra-

HAsH2l - Contudo, nenhum desses trabalhos exploram o uso do modelo RNFH

cionaria
para resolver problemas lineares mal colocados. O objetivo principal desse trabalho é
analisar a eficiéncia do modelo RNFH para resolver problemas lineares mal colocados.

O conceito de problemas bem-colocados e mal colocados foi apresentado por Jac-
ques Hadamard em 1923%% onde é proposto que um sistema linear de equacoes é bem-
colocado quando uma solucao existe, ¢ unica e possui uma dependéncia continua em
relacao aos dados, caso contrario, o problema é chamado de mal colocado ou mal condi-
cionado. Em principio, segundo Hadamard, as interpretagoes dos resultados experimen-
tais sao mal colocadas devido ao erro experimental. Dessa forma, diversos problemas
em Quimica sao mal colocados™®%¥. Esses problemas sao dificeis de serem resolvidos na
pratica, uma vez que os erros originados sao amplificados na solucao.

O software MATLAB (MATrix LABoratory) é uma ferramenta amplamente em-
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pregada para calculos numéricos em diversas dreas, que permite a utilizacao de matrizes

24

e vetores na sua execugao Tal software possui ambiente computacional bastante ro-

busto e facil de programar, o que o torna atrativo para resolver equagoes diferenciais
ordindrias®’. Além disso, ainda dispoe da possibilidade de empregar subrotinas, como
por exemplo, a chamada FDE12 (do inglés, Fractional Derivative Equation), para realizar
célculos numéricos de problemas que envolvam derivadas fraciondrias<.

Dessa forma, sera realizado um estudo aplicando o modelo RNFH para solucionar
problemas mal colocados. Nesse trabalho, os resultados obtidos pelo modelo de ordem
fraciondria (RNFH) em trés casos foram comparados com o modelo cldssico de ordem
inteira (RNH). O primeiro exemplo é um estudo de um sistema linear mal condicionado 2
x 2 simples, no qual o niimero de condicionamento é dependente do valor de €. O préximo
exemplo lida com um sistema linear do tipo Xa = f, onde X é a matriz de Vandermonde,
com dim(X)=21 x 21. Por fim, a RNFH ¢é usada para obter a densidade de estados de
fonons para o diamante a partir da capacidade calorifica para diferentes temperaturas.
Este ¢ um problema cldssico e também importante dentro da drea de Fisico-Quimica“"“?,

no qual busca encontrar o melhor algoritmo para resolver este problema.
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2 JUSTIFICATIVA

Estudos envolvendo o uso de Redes Neurais tem despertado grande interesse do
meio cientifico, uma vez que, quando comparadas a métodos tradicionais, mostram melhor
desempenho para atingir os resultados desejados®"*!. Mais especificamente, a Rede Neural
de Hopfield mostrou-se bastante eficiente em problemas de otimizacao’®#<!, Dessa forma,
pode-se destacar as Redes Neurais de Hopfield como uma area promissora quando se trata
de otimizacao de problemas lineares e nao lineares?44:20:50,

Nos tltimos anos, o Calculo Fracionario tem sido explorado em intimeras areas,
grandes avangos ja foram reportados e, acredita-se que em seu futuro desenvolvimento,
esse assunto trara uma maior contribuicao & comunidade cientifica®?. Uma das vantagens
do uso do Calculo Fracionédrio se baseia na obtencao de resultados mais coerentes aos
dados experimentais na resolucao de diversos problemas®. Sendo, portanto, uma forma
muito eficiente de modelar fendmenos naturais quando comparados & abordagem classica®.

Mesmo com as vantagens associadas ao uso de RNH, a implementacao do Célculo
Fracionario, como uma forma de generalizar o funcionamento da rede, agrega proprie-
dades de nao localidade e efeito de memoria, o que pode contribuir para a modelagem
matemdtica®t.

A relevancia e a originalidade do presente trabalho estao centradas no uso da
Rede Neural de Hopfield Fracionaria para solucao de problemas inversos mal colocados
em Quimica, bem como a comparacao com a Rede Neural de Hopfield em relagao a

eficiéncia para a obtencao da solucao de tais problemas.
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3 OBJETIVOS
3.1 Objetivo Geral

Este trabalho visa explorar o modelo de RNFH, empregando-o na solucao de
problemas lineares inversos mal colocados, a fim de encontrar um algoritmo de melhor

performance no estudo de tais problemas em Quimica.
3.2 Objetivos Especificos

Sendo assim, os objetivos especificos deste trabalho incluem:

a) empregar a definigao de derivada fraciondria segundo Caputo na implementagao
da RNH;

b) utilizar um método numérico para resolver a equagao integral fraciondria;
c¢) aplicar RNFH a fim de resolver problemas lineares inversos em Quimica;
d) analisar eficiéncia do método empregado;

e) comparar e discutir resultados obtidos utilizando a RNFH e a Rede Neural de
Hopfield de Ordem Inteira.
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4 REFERENCIAL TEORICO
4.1 Problemas Inversos Mal Colocados
4.1.1 A Definicao de Problemas Inversos

Apesar de ainda nao haver um consenso sobre a origem dos problemas inversos,
alguns autores afirmam que essa area multidisciplinar teve origem com Platao no século
IV a.C. Com a famosa alegoria da caverna, Platao inseriu o primeiro exemplo de problema
inverso, no qual ele buscava a realidade através de sombras de objetos projetadas na pa-
rede. Outros exemplos que surgiram apds a proposta de Platao sao citados pelos mesmos
autores em Problemas Inversos em Tomografias: Notas em Matemdtica Aplicada®?.

Em 1826, atuando na vanguarda da area de problemas inversos, o matemaético
noruegués Niels Henrik Abel fez a primeira formulagao matematica da qual seria conside-
rada como o ponto de partida para o desenvolvimento da drea®*. A partir desse estudo,
uma grande variedade de problemas diretos e inversos puderam ser tratados com mais
rigor e propriedade.

Seguindo a ideia apresentada anteriormente, é possivel explorar brevemente a
esséncia de um problema inverso. Usualmente, a rotina de laboratério se resume a obter
informacgoes a partir de observacoes de resultados. Essa associacao feita entre as ob-
servagoes experimentais e aquilo que as originou é denominada de problema inverso. Um
modelo matematico discreto e linear que expressa relagao entre a causa e o efeito obser-
vado, onde o comportamento especifico aquele fenémeno ¢é interpretado, pode ser descrito

matricialmente da seguinte forma,

Kf=g (4.1)

onde K ¢é o operador e esta relacionado ao modelo fisico utilizado, f e g representam
a causa (que nao se pode acessar diretamente no laboratério) e o efeito do fenémeno
estudado, respectivamente#39,

O problema que busca saber o efeito g a partir de um sistema de parametros K
e da causa f é definido como Problema Direto. Por outro lado, o Problema Inverso pode
ser apresentado quando sao dados um sistema de parametros K e o efeito g e, procura-se

f35

conhecer a causa 7, como é demonstrado na Figura (4.1)). Em outras palavras, encontrar

f a partir de K e g é o mesmo que obter informacgoes microscopicas a partir de um sistema
macroscopico?.

E importante destacar que, ao se trabalhar com dados obtidos em laboratoério,
erros experimentais se tornam parte do problema e podem ser amplificados na solucao.

Esse fator a mais deve ser considerado e caracteriza um tipo especifico de problema, o
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Figura 4.1 — Representacao esquematica de problema direto e problema inverso.

f g g f
Causa Efeito Efeito Causa

Inacessivel Mensuréavel Mensuravel Inacessivel

(a) Problema Direto. (b) Problema Inverso.

Fonte: Da autora (2020).

chamado problema mal colocado™.
Em 1923, o matematico francés Jacques Hadamard definiu os conceitos de proble-
mas bem-colocados e mal colocados. E dito um problema bem-colocado aquele estabele-

cido pelas seguintes condicoes3758k:
a) A solugdo existe;
b) A solugao é tnica e

c¢) Ela depende continuamente de f em g, isto é, uma pequena alteragdo em g

acarreta em uma pequena alteracao em f.

Caso uma das trés condigoes propostas por Hadamard nao seja satisfeita, o pro-
blema é definido como mal colocado®”. Cabe agora entender como esses problemas que

apresentam essa particularidade devem ser abordados.
4.1.2 A Primeira Tentativa para Resolver um Problema Inverso

Primeiramente, precisa-se compreender qual o método matematico utilizado para
encontrar a solugao de problemas inversos bem-colocados. Esse procedimento, que é

conhecido por inversao direta®?, deve ser feito da seguinte maneira:

f=K'g (4.2)

para problemas inversos mal colocados, a presenca de erro experimental dificulta o calculo
de sua solucao. Qualquer pequena perturbacao em g é amplificada por K=1, acarretando
em uma grande perturbagao em f, ou seja, nao ha uma continuidade entre g e f, levando
a resultados inaceitdveis ao tratar problemas em Fisica e Quimica®73840,

Um exemplo de problema mal colocado é dado a seguir para um sistema de

equacoes linear, onde x; e x5 sao desconhecidos,

ntn =l (4.3)
T+ (1+ezy=1+n
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Esse sistema de equacoes pode ser reescrito de forma matricial, no qual a matriz

K ¢ dada por [1 ,}.], a matriz f, por [71] e a matriz g, por [11,].
T .
T2

Kf=g (4.5)

1 1
1 1+¢€

1

e (4.4)

ou seja,

onde € controla o condicionamento da matriz e 7 representa o erro experimental. Se e = 1,
o posto de K é igual a 2, a matriz é bem-condicionada, porém se € = 0, as linhas de K
sao linearmente dependentes e a matriz é chamada de mal condicionada.

O objetivo é encontrar valores de z; e x5 que satisfagam o sistema, ou seja, deve-se

encontrar f*. Uma forma de resolver esse problema é calculando K 'g, onde

al_%% 1_E_+72
' ‘[% %HlH ] o

A norma do residuo, para a solucao obtida a partir do célculo da inversa, é dada

A

por

IKE —g]| =[] (4.7)

e tem a mesma magnitude do erro em b. Por outro lado, a norma do erro, para esta

solucao, é dada por

£ — oo = ﬁ‘ﬁ' (48)

Como pode-se observar a norma do residuo na solugao é maior que a norma do
erro introduzido em g por um fator ‘—i‘

Quando o sistema ¢é linearmente dependente, isto é, ¢ = 0, a norma do erro
cometido em f* diverge, apesar da norma do residuo ainda permanecer pequena. A
situacao ainda é complicada, mesmo quando € # 0, mas assume valores muito pequenos.
Neste caso, o célculo a partir da matriz inversa nao ¢ um caminho adequado para encontrar
a solugao para esse problema, quando erros estao presentes em b.

A inversao direta, descrita pela Equacao , ¢ apenas valida para matrizes
quadradas. Para matrizes retangulares, utiliza-se, por exemplo, o que é denominado
pseudo-inversa, (KTK) 'KT#, Dessa forma, a partir da Equacao , é possivel obter
a Equacao , onde foi feita a multiplicacao pela matriz transposta KT em ambos

os lados da igualdade. Essa estratégia é empregada para contornar o problema ao se
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trabalhar com matrizes que nao sao quadradas.

K'Kf = K'g (4.9)

f = (KTK) 'K"g (4.10)

No entanto, em problemas mal colocados, existem dificuldades numéricas no
calculo da matriz inversa acima. Como visto na segao , um problema inverso, clas-
sificado como mal colocado, nao satisfaz as condigoes impostas por Hadamard. Portanto,
¢ indiscutivel a necessidade em empregar métodos especificos para tratar tais problemas,
como métodos de regularizacao e redes neurais artificiais®2.

Além disso, é importante destacar que existem outros erros envolvidos ao se tra-
balhar com célculos tedricos. Alguns se resumem a aproximacoes, como por exemplo,
o método numérico empregado, ou a limitagoes do proprio computador, como a repre-

sentacao bindria dos nimerosL.
4.1.3 Representacao na Forma Matricial

O exemplo mais comum de uma equacao linear conhecido é a Equacao integral
de Fredholm de primeira ordem, cujo operador K, conhecido como ntcleo, é representado
por uma integral. Essa é uma das equacoes, dentre muitas, utilizada para representar

matematicamente fenomenos fisicos, que pode ser escrita genericamente como®”

/ K(e.9)f (y)dy = g(x) (4.11)

onde g(z) e K(x,y) sdo, em principio, fung¢oes conhecidas e f(y), a fungao a ser obtida,
para um problema inverso.

Numericamente, € possivel resolver essa equacao através da discretizacao das
equacoes lineares pelo método da quadratura®, que serd abordado na secao (5.7). Rees-

crevendo a Equagao (4.11)) utilizando o método de quadratura, considerando que o valores
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de f(y) sejam discretos, obtem-se*

b
/ K(zs,y) f(y)dy = g(xs) (4.12)

Logo, para o ponto x;, tem-se que

b
| Ky = glz) Zw] (0 15)f; = 9() (413)
Podendo ser simplificada, incorporando os pesos w; ao nucleo
Z Ki;ifj = gi (4.14)
J

A Equagao (4.14)) pode ser reescrita ainda na forma matricial, como descrita pela
Equagao(4.1)), onde

le(ml, y1) sz(xl, y2) w3K(x17 Y3) ... wnK<I17 yn)
w1 K (22, 91)  wiK(22,92) wiK(z2,y3) ... w,K(x2,yn)
K= |wiK(zs,y1) waK(x3,92) wsK(z3,y3) ... w,K(xs3,yn) |,
_le(:lrm,yl) Wo K (T, y2) WK (T, ys) .. wnK(xm,yn)_
[ f(y1)] [g(21) ]
f(y2) g(2)

| f (Un) ] [ 9(zm) ]

sendo dim(K) =m x n, dim(f) =n x 1 e dim(g) =m x 1.
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4.2 Densidade de Estados de Fonons da Capacidade Calorifica
4.2.1 A Lei de Dulong-Petit

A Lei de Dulong-Petit é uma lei empirica, na qual obteve-se valores de capacidade
calorifica para treze substancias diferentes, enunciada em 1819, em um estudo denominado
Recherches sur quelques points importants de la théorie de la chaleur. Tal lei estabelece

uma relacao de proporcionalidade matematicamente descrita como®

Cy = 3R (4.15)

A explicacao tedrica para os dados observados experimentalmente sé surgiu héa

algum tempo depois, quando se definiu a funcao equiparticao de energia™®.
4.2.2  Albert Einstein e Seu Estudo

Em 1907, o renomado fisico Albert Einstein, fez um relevante relato sobre a
obtencao da energia interna e da capacidade calorifica de um sélido*®, baseando-se em
um estudo previamente desenvolvido por Planck em 19014, A lei empirica de Dulong-
Petit estava coerente com os resultados obtidos experimentalmente, a altas temperaturas,
quando a capacidade calorifica vai para 3R = 24,94 Jmol~ ' K~!. Por outro lado, nao foi
possivel observar o mesmo para baixas temperaturas.

Einstein assumiu que os atomos estavam conectados por molas e vibravam de
forma independente, em volta de suas posicoes de equilibrio, com uma unica frequéncia
vg, conhecida como frequéncia de Einstein®®. Nesse modelo de sélido, a energia de cada
oscilador foi quantizada de acordo com a relacao de Planck, E,, = nhrg. A equacao de
Einstein para a capacidade calorifica de um sélido estava em perfeito acordo com dados de
baixa temperaturas para o diamante. Isso acontece devido ao modelo de Einstein ignorar
o fato de que as vibragoes atomicas sao acopladas. Consequentemente, deve-se considerar
a distribuicao de frequéncias g(v) em vez de um valor unico para descrever padroes de
vibragoes do reticulo. Nessa hipdtese, uma capacidade calorifica precisa em funcao da
temperatura pode ser determinada a partir de ¢g(v), um problema direto bem conhecido,
resolvido em 1912 por Debye*”. Em contrapartida, esse exemplo lida com um problema

inverso, onde g(v) é determinado a partir de dados experimentais de capacidade calorifica.
4.3 Rede Neural Fracionaria de Hopfield

A Ciéncia da Computacao desenvolveu uma subéarea conhecida como Inteligéncia
Artificial, no qual trata do desenvolvimento de sistemas inteligentes baseando-se nas ca-

racteristicas do cérebro humano, como a capacidade de aprendizagem, tomada de decisao



25

e resolucao de problemas?®.,

Nesta secao, sera abordada a técnica computacional de-
nominada Rede Neural Artificial de Hopfield, ferramenta empregada na execugao desse

trabalho.
4.3.1 Simulando Neuronios Bioldgicos

As Redes Neurais Artificiais surgiram a partir do interesse em simular o proces-
samento de informacoes de redes neurais bioldgicas, a fim de realizar o aprendizado e

4800 A simulacao de redes

reconhecer padroes na otimizacao ou solucao de problemas
neurais permite adaptacao rapida quando ocorre uma repentina mudanca de estimulo™.
Sendo assim, a rede neural melhora seu desempenho em funcao do tempo, quando sujeita
a novos treinamentos.

Em 1943, o neuroanatomista estadunidense Warren McCulloch, juntamente com
o matematico estadunidense Walter Pitts descreveram o possivel funcionamento de um

8

neuronio biolégico™®, no qual, atualmente, é considerado o modelo bésico de funciona-

mento de um neurdnio artificial. Apesar de ser um modelo simples quando comparado
com o funcionamento de um neurénio biolégico, é considerado uma étima aproximacao®®.

Levando-se em consideracao que as redes neurais simulam o processo de funci-
onamento das células dos sistema nervoso que sao responsaveis por transmitir impulsos
nervosos, algumas comparagoes podem ser levantadas. A principal delas é que a rede neu-
ral emula o circuito neural biolégico, onde diversas unidades computacionais, que podem
ser constituidas por um unico neurénio ou um conjunto deles, estao conectadas entre si.

O processo de aprendizagem da rede neural acontece de forma adaptativa, a partir
do treinamento dos neuronios, onde os pesos sinapticos sao variados em relagao aos dados
de saida e entrada.

Em termos gerais, o funcionamento das unidades neurais acontece da seguinte
forma: determinados valores (dados de entrada) sao associados a pesos sindpticos, que
sao ajustados de acordo com a importancia desse input. Em seguida, esses dados passam
por uma combinagao linear; se ultrapassarem o limiar da funcao de ativagao, o neuronio
transmite os dados para o neuronio seguinte, gerando os dados de saida, caso contrario,
eles nao sao transmitidos®”, como representado na Figura (4.2)). Desde entao, diversos

estudos foram feitos a fim de caracterizar as redes neurais artificiais®".
4.3.2 A Rede Neural de Hopfield

John Joseph Hopfield, em seu estudo Neural networks and physical systems with
emergent collective computational abilities, de 1982, percebendo que modelos fisicos po-
deriam ser usados para calculos computacionais, apresentou um modelo matematico, de

grande impacto na arquitetura de redes, de uma rede neural associativa, da qual possibi-
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Figura 4.2 — Representacao esquematica da rede neural McCulloch-Pitts.
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Fonte: Da autora (2020).

litaria a recuperacao de informacao a partir do conhecimento parcial do contetido™18,

Assim como no modelo proposto por McCulloch-Pitts, os pesos sinapticos também
sao adaptados de acordo com a importancia das variaveis a serem processadas e o neuronio
da rede de Hopfield varia entre dois estados: ativo ou inativo. Mais uma vez, as variaveis
sao sé transmitidas se excederem o limiar da rede. Além disso, na RNH, representada
pela Figura , nao ha distingao entre dados de entrada e de saida, uma vez que o sinal
pode ser realimentado e servir como entrada do mesmo neuronio. E isso que a diferencia
do modelo basico, pois é uma rede associativa que reconhece padroes e os retorna de forma
a recuperar informacoes®®.

A RNH foi descrita pelo seu criador como um simples conjunto, agrupamento de
perceptrons’?, porém com algumas diferencas. O perceptron é um modelo de rede neural
criado por Frank Rosenblatt, em 1957, em que nao ocorre realimentacao dos dados entre
os neurdnios, caracterfstica conhecida como feedforward®l. Além disso, o perceptron,
como um dos modelos mais simples de rede artificial, ajusta seus pesos para que estejam
de acordo com os dados de saida desejados. Ja& a RNH utiliza o conceito de energia da
rede, em que esta alcanca seu minimo quando atinge uma solucao estavel®2.

A partir dai, as Redes Neurais de Hopfield tem sido usadas em estudos para resol-
ver problemas inversos lineares e nao lineares™, determinacio de constantes de acidez®3,
constante cinética e coeficientes de absorcao em dados experimentais®?, além do emprego

de RNH para otimizacdo de problemas lineares de larga escala®.
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Figura 4.3 — Esquema da Rede Neural de Hopfield.
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Fonte: Da autora (2020).

4.3.3 Emprego do Calculo Fracionario na RNH

Uma das areas exploradas é a implementacao das redes neurais de Hopfield com
Célculo Fracionario. O estudo de modelos matematicos de ordem nao inteira em redes
neurais evidencia uma maior capacidade computacional com grande eficiéncia para pro-
cessamento de informagao e antecipagao de estimulo decorrente do emprego de derivadas
fracionarias™.

Dentre os autores que reportaram trabalhos que incorporam Célculo Fracionario
as redes neurais de Hopfield, o fato de as RNFH serem uma ferramenta tutil e precisa
para lidar com modelos matematicos que representam fenomenos observados pela ciéncia

é unanimidadelUAs 213031

4.4 Calculo Fracionario: uma alternativa ao classico

A troca de correspondéncia entre dois célebres matematicos deu origem a uma
area do calculo pouco conhecida, mas que tem atraido interesse de diversos cientistas.
O Célculo Fracionario (CF) serda abordado nesta segao, assim como algumas de suas

formulacoes e caracteristicas.
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4.4.1 Contexto do Céalculo Fracionario

O conceito de calculo fraciondrio (CF) surgiu em 1695, quando, por corres-
pondéncia, o filésofo e matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz foi questionado
pelo matematico franceés Guillaume de I'Hopital sobre a generalizacao de derivadas de
ordem inteira para derivadas de ordem fracionaria. Leibniz reconheceu que a resposta a
essa pergunta geraria consequéncias de extrema importancia?.

Essa questao fez com que o interesse de grandes nomes da Matematica se voltassem
para o CF. Um histérico detalhado das contribui¢oes da comunidade cientifica neste as-

sunto pode ser encontrado na literatura®*¢

55

, além de um levantamento que destaca alguns
estudos de grande importancia®® e uma linha do tempo com eventos que contribuiram
para o progresso do Calculo Fracionario®.

Apesar de o termo Célculo Fraciondrio ainda ser utilizado por questoes histéricas®®,
é considerado mais adequado se referir a area como Calculo de Ordem Generalizada, tendo
em vista que a teoria se estende a operadores D, onde « pode ser racional ou irracional,
positivo ou negativo, real ou complexo®”.

Um dos motivos de nao ter sido bem explorada até recentemente é que o Calculo
Fracionario ainda deixa em aberto algumas questoes, como por exemplo, as interpretagoes
fisicas e geométricas de derivadas fraciondrias, ao passo que, para derivadas de ordem
inteira, as informacoes ja foram obtidas". Deve-se ressaltar que tentativas em caracterizar

tais informacoes podem ser encontrados na literatura®®°?,

4.4.2 A Derivada Fracionaria Segundo Caputo

Dentre tantas defini¢oes de derivadas fracionarias existentes, duas delas sao em-
pregadas nesse estudo, a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville e a derivada
fracionaria segundo Caputo. O interesse nas citadas derivadas se da por motivos de inter-
pretacoes fisicas. Caputo propds uma formulagao para a derivada fracionaria baseando-se
no que foi apresentado por Riemann-Liouville!, onde a derivada de ordem generalizada é
definida a partir da integral também apresentada por Riemann-Liouville. Tais conceitos
serao introduzidos na secao [5.3|

A derivada fraciondria segundo Caputo ¢ definida como™!

C Nna _ n—a Myn _ 1 ! %ds
©Dof)(t) = (J* D" f)(t) = ) / : (4.16)

'n—a-1 t — s)o—ntl
onde o operador derivada ¢é indicado por D, o operador integral é representado por J, n é
um inteiro positivo e o € R*.
A principal vantagem em utilizar a derivada fracionaria proposta por Caputo é

que ela requer apenas condicoes iniciais dadas em termos de derivadas de ordem inteira,
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representando caracteristicas bem compreendidas de situagoes fisicas e portanto, fazendo-

se aplicdvel ao mundo real”.
4.4.3 O Efeito de Memoria

Ha uma diferenca importante entre operadores diferenciais de ordem inteira e os
de ordem nao inteira. A propriedade que os diferencia é chamada de localidade. Um
operador local é aquele que ao calcular a derivada de uma func¢ao, nao requer nenhuma
informagao adicional além de valores proximos a z. Por outro lado, ao se calcular a
derivada fracionaria de uma funcao em um determinado intervalo, é preciso conhecer os

valores de tal funcao em todo o intervalo®%oL,

Como mostrado no item , a Equacao , que se refere a derivada fra-
ciondria no sentido de Caputo, é definida por uma integral no intervalo [0, ], ou seja, a
integral depende do limite inferior, onde todos os pontos anteriores a t devem ser con-
siderados para a solucao desta. Essa caracteristica na qual o intervalo abrange desde o
instante inicial até o presente é chamada de nao localidade e incluiu a essa definicao o
que é chamado de Efeito de Memoria®.

Esse efeito também pode ser observado na discretizacao da integral presente na

Equagao (4.16]), empregando método de quadratura por retangulos*', e que ¢ dada por

N

£ (o + ih)h
Z [t — (Io + Z’h)]a—n+1

(4.17)

i=0
onde o somatério compreende desde instante inicial xo até o indice final N e n € ZT,
indicando a ordem da derivada.

Uma abordagem matemadtica da nao localidade é feita por Teodoro (2018), onde
¢ demonstrada a contribuicao dos valores entre um certo intervalo de integracao. Além
disso, a autora ainda considera o calculo fracionario como um refinamento do Célculo
cléssico®.

Derivadas de ordem fracionaria se ajustam melhor a um comportamento especifico
além de nao depender apenas de condicoes locais em determinado tempo e da historia
da funcao, garantindo algumas vantagens frente ao Calculo tradicional para represen-
tar sistemas dindmicos de alta ordem e fenomenos complexos nao lineares®. Tendo em
vista tais vantagens, além das caracteristicas atribuidas a definicao no sentido de Ca-
puto, destacam-se alguns estudos em que a definigao segundo Caputo é empregada para
descrever alguns modelos fisicos, como por exemplo, na equacao de difusao, viscoelastici-
dade, relaxacao dielétrica®, além de ser empregado nas areas de engenharia de alimentos,

robdtica, econofisica® e cinética de absorcao de farmacos™.
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4.4.4 Critérios para uma Derivada Fracionaria

E possivel encontrar na literatura critérios para afirmar quando um determinado
operador é considerado um operador diferencial fracionario. Em 1978, Bertram Ross re-
portou, em seu trabalho intitulado A Brief History and Exposition of the Fundamental
Theory of Fractional Calculus, cinco propriedades necessarias para caracterizar um ope-
rador diferencial fraciondrio®. Recentemente, critérios mais amplos foram apresentados,
baseando nas seguintes propriedades para garantir que um operador seja reconhecido como

um operador diferencial fracionario®?:

a) O operador deve ser linear;
b) A derivada de ordem zero de uma fungao retorna a prépria fungao;

¢) Para uma derivada fracionédria de ordem inteira, o resultado obtido é igual ao

de uma derivada ordinaria;
d) A lei dos expoentes diz que D*DPf(t) = D*P f(t), para a e 8 € R;

e) A regra de Leibniz dita que

D[7(0a] = 3 ()00 a0 (1.1

sendo (‘z‘) = %

Tais critérios sao melhor abordados detalhadamente no artigo®®, onde as proprie-

dades foram todas verificadas e validadas.
4.4.5 Alguns Exemplos

Com o intuito de familiarizar o conteido de derivadas fracionarias, alguns exemplos
serao dados neste item.

A definicao da derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville é dada pela equacao

(D)) = (DT )0 = s g [ S = s (@)

onde n € ZT, o € R", D é o operador derivada e J, o operador integral. A obtencao

dessa definicao de derivada fracionaria é mostrada com detalhes posteriormente no item
(15.3.2)).



31

A fim de obter a férmula de (*2 D f)(t), sendo f(t) = t™, primeiramente, é preciso

resolver a integral presente na Equagao (4.19)*'. Por conveniéncia, reescreve-se a Equacao

(#.19) da seguinte forma

(JPF)(t) = ﬁ /0 fp (1- ;)B s (4.20)

sendo B =n — a.

Para u = %, s = ut e ds = du, temos
()¢ / w)? 7 (tu) " du = e /1(1 — )’ tu™du (4.21)
L'(B) Jo
Sep=peq=m+ 1, temos que
pta—1 1 b1 g1
() /o (1 —w)P~ u' " du (4.22)
Desconsiderando & ( ) , a integral se assemelha bastante a funcao Beta®!, B(q, p),

também conhecida por integral de Euler de primeiro tipo, na qual possui uma relacao

com a fun¢ao gama dada por

B(g,p) = % (4.23)
entao
(5N = r@(f?(; 21;(031) = F(;(?Zi)ntam (424)

A Equagao fornece a férmula para calcular a derivada fracionaria de Riemann-
Liouville de uma fungiao do tipo f(t) = t™. Sendo f(t) = t?, a derivada fraciondria no
sentido de Riemann-Liouville de ordem % dessa funcao é calculada através da Equacgao
([4.24), obtendo resultado igual a 1,5045¢>°.

O célculo da derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma fungao constante
do tipo f(t) = t™, com m = 0 resulta em 0,75225¢t'°. Sendo assim, a derivada de
Riemann-Liouville, apesar de possuir grande aplicabilidade, nao é conveniente seu em-
prego, caso haja o interesse em obter uma derivada de uma fun¢ao constante igual a
zerott

E possivel mostrar uma equivaléncia entre o calculo da derivada de ordem « de
Riemann-Liouville e Caputo para a funcao f(t) = t™. A defini¢ao da derivada fraciondria

de Caputo é dada pela Equagao (4.16)), onde temos a seguinte relagao

(“Df)(t) = (J"TD"s™) (4.25)
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A partir da relacao dada pela Equacao (4.26|)

dot? b
= e 4.26
dte (b—a)! ( )
Temos que
m!
D"'(s") = ———t"™" 4.2
(5" = (4.27)

Como visto pela deducao feita para Riemann-Liouville,

F(q + 1) tﬁ-i—q

(JPs)(t) = T t1: ) (4.28)
Logo,
o o om! N Cim—n+1) natmn
(7D s >>(t)_(m— )!<J t )_(m—n)!F(m—n—i-l—i-n—a)
(4.29)
Sendo assim
N o om!l Tm—n+1) ..
(ED%)(t) = (m—n)!T(m+1-— oz)t (4:30)
Portanto,
N B m! catm . LPmA41)
OO =t S Tt (4.31)

Note que a Equacao (4.31)) equivale a Equacao (4.24) e, portanto, a derivada de
Caputo para a fungao f(t) = t™, quando m = 0 é diferente de zero. Porém, h& um detalhe
que deve ser salientado. Para esse caso, a Equacao ¢ valida somente para m # 0
pois para a Equacao , a fungao fatorial nao é definida para niimeros negativos. Logo,
esta equacao nao é apropriada para determinar a derivada de uma funcao constante do
tipo f(t) = t™, quando m=0%Y,

Uma maneira de facilitar a visualizagao da derivada fracionaria de Caputo de um
funcao constante pode ser abordada da seguinte maneira. Primeiramente, considera-se a
definicao da derivada de Caputo dada pela Equagao (4.16)), na qual é representada através
de uma integral de ordem «, para 0 < a < 1, de uma derivada de ordem inteira. Supondo
que a fungdo f(t) = 4, como mostrada na Figura . A derivada de ordem inteira
dessa funcao ¢ igual a zero. Logo, para o ponto t = 7, % =0 e, ao calcular (“Df)(t), o
resultado consequentemente serd igual ao zero.

Essa caracteristica é muito relevante ao empregar a derivada fracionaria proposta
por Caputo, pois ao tratar de problemas fisicos, que envolvam taxas, é de extrema im-

portancia que a derivada de funcao constante seja igual a zero™.
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Figura 4.4 — Grafico da fungao f(z) = 4.
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Fonte: Da autora (2020).

4.4.6 Transformada de Laplace de Derivadas Fracionérias

Um método operacional para encontrar uma solugao analitica de uma equagao
diferencial é a transformada de Laplace, na qual substitui-se as operagoes de integragao

ou derivacao por equacoes algébricas®. A transformada de Laplace é dada pela equacao

LU} = Fs) = / ettt (4.32)

onde f(t) é definida no intervalo 0 < t < oo, s é uma varidvel complexa e F(s) ¢é a
transformada de Laplace de f(?).
Por exemplo, para resolver um problema de valor inicial f(0), do tipo
df (t)

Aplica-se a transformada de Laplace em ambos os lados da igualdade da Equacgao
(4.33), como demonstrado a seguir, obtendo
df (t
c {%} — L{kf(D)} (4.34)
Embora para se obter as transformadas de Laplace seja necessario ter conheci-
mento de suas propriedades matematicas, estao disponiveis na literatura tabelas com as

11164

principais transformadas, facilitando ainda mais o calculo de tais solugoes Para o

exemplo apresentado aqui, e fazendo uso da Tabela (A.1)), disponivel no Anexo A, tem-se
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que

sF(s) — f(0) = kF(s) (4.35)

cuja solugao para F'(s) é dada por

F(s) = (4.36)

Como F(s) = L{f(t)} entao f(t) = L~ F(s)}. Isso indica que a derivada de primeira
ordem depende das condigoes iniciais para ser calculada.

A transformada de Laplace do mesmo problema também pode ser aplicada em
derivadas fracionarias*, por exemplo, para a derivada fraciondria de Riemann-Liouville,

na qual é definida como

RLpef = prjn—of (4.37)

Seguindo os mesmos passos do exemplo anterior, aplica-se a transformada de

Laplace em ambos os lados da igualdade, obtendo

L{FEDfY = L{kf(1)} (4.38)
Mais uma vez, como auxilio de valores fornecidos pela Tabela (A.1]), tem-se que

n—1
L{"Df} = s"F(s) = Y " F DRI f(0) (4.39)
k=0
paran — 1l <a<nen € Z.
Substituindo a Equacao (4.39) em (4.38)), tem-se que

n—1

S*F(s) = Y s" ' EDRI O f(0) = L{kf (1)} (4.40)

k=0

Sabendo que L{kf(t)} = kF(s) e isolando F(s), obtém-se

B ZZ;S} Sn—l—kaJn—af<O)

Fs) s—k

(4.41)

E possivel observar que a transformada de Laplace da derivada no sentido de
Riemann-Liouville requer condigoes iniciais dadas a partir de uma integral de ordem
fraciondria (J"~*)f(0), que até entao nao apresenta interpretacao fisica.

O mesmo procedimento pode ser empregado para calcular a derivada de um pro-

blema de valor inicial utilizando a derivada proposta por Caputo. O resultado encontrado
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¢ dado pela Equacao (4.42))

_ Zz;é Sa—l—kaf<O)

F(s) pra—

(4.42)

A derivada fraciondria proposta por Caputo necessita de D f(0), em outras pa-
lavras, é mostrado que é preciso conhecer as derivadas de ordem inteira da funcao. Tais
derivadas representam fenomenos com interpretacoes fisicas das quais ja estamos famili-

arizados.
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5 METODOLOGIA
5.1 Rede Neural Fracionaria de Hopfield

Primeiramente, considera-se um problema linear do tipo Kf = g®?, onde K, f e
g®? correspondem ao operador, a causa e ao dado experimental, respectivamente. Sendo

calc

E a soma dos quadrados da diferenga entre o valor calculado g e o valor experimental

gePl2 tem-se que

n

1 . 1
_ o Xp||2 _ 2
B = SIKE— g2 = 237 (5.)
onde e; = [(Z;” Kij fj) — ngp] e n é o nimero de dados experimentais.
O objetivo, entdo, é encontrar uma funcao étima f* que minimize o funcional F,

cale o g€l geja a menor possivel. Portanto,

em outras palavras, que a diferenca entre o g
a funcao objetiva, também conhecida por funcao custo, avaliard o conhecimento da rede
neural®L,

A rede neural, que é descrita por um conjunto de equacoes diferenciais de primeira
ordem, é constituida por neurdnios interligados entre si e cujo estado u;, para os neuronios
j=1,2,3,...,m, é uma funcao de f;(¢), tal que u;(t) = h='(f;(t)) e f;(t) = h(u;(t)), com
m = dim(f). Esse estado do neur6nio u; evolui em fun(;ao do tempo e estd associado ao
tempo de aprendizagem da rede.

O processo de aprendizagem acontece quando a condlgao L~ 0 é imposta, pois
assim sera garantido que a rede sempre evoluird, onde a funcao custo E assumird valores
sempre menores que os anteriores.

Logo,

aE -
Zez (Z K 8t> (5.2)

sendo 7 =1,2,...,m, onde m é o nimero de neuronios da rede.

afj __ dh Oy

Como —7 = du; tem-se que

a & @ dh O
v =2 <ZKwd at) (5.3)

Z (Z ik ) 5 6.4

Dessa forma, duas condig¢oes sao necessarias para satisfazer o critério de aprendi-
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zagem:
du; -
e
dh
— >0 5.6
i (5.6)
Em relagao as escolhas de h(u;), usualmente a fungao tangente hiperbdlica es-
colhida é h = % X (b — a) + a, na qual é sempre crescente em relagdo a u;,

como estabelecido pela Equagao (5.6). Essa equacao impoe uma restrigdo no espago de
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solugao™, com valores de f; entre a e b. Nesse caso, a Equagao ([5.4]) é reescrita como

OE = 0h (0u;\?
Fa 3 (E) (5:7)

tendo E 0, como desejado.
Para encontrar uma equagao correspondente a evolucao do neuronio, reescreve-se

a Equacao (5.5) como

ou ainda

du
dt

A Equacao (5.9) é um sistema de equagoes diferenciais de ordem inteira, com

= -K'Kf + K'g" = Q(u) (5.9)

condigao inicial u;(0) = h='(f;(0)). Nesse modelo, o estado do neurénio u; se propaga até
atingir um minimo em E, no qual um novo estado do neuronio no tempo t+dt é atualizado
utilizando uma expressao que envolve a matriz, K'K, como critério. A diferenca desse
método é que o calculo da inversa de K'K nao é necessario. Esse procedimento de
otimizacao representa o processo de aprendizagem da RNH. Quando % ~ 0, para todo
J, significa que a rede aprendeu a resolver o problema proposto, nesse caso f; = h(u;).

5.2 A Funcao Gama

Uma ferramenta matematica empregada para a generalizacao do Calculo tradici-

onal para ordens arbitrarias é a funcao gama, que é definida por

I(z) = / £ oxpt dt (5.10)
0
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onde x € R.

A propriedade descrita pela Equacao faz a interpolacao entre a funcao
fatorial e a funcao gama®’. Isso é necessério pois a funcao fatorial é definida apenas para
nimeros inteiros positivos. Dessa forma, é possivel estender o dominio de equagoes para

nimeros reais positivos.

(z —1)! = [(2) (5.11)

Basicamente, o objetivo da funcao gama é definir uma curva que passe pelos
pontos da funcao fatorial®. O grafico da funcao gama estd representado na Figura ((5.1]).
E possivel observar trés pontos destacados (0), () e (0) que representam os pontos z = 1,
r = 2 e x = 3, respectivamente, onde a propriedade dada pela Equacao é satisfeita.
Tais pontos correspondem exatamente ao fatorial de (r — 1)!. Matematicamente, isso é
demonstrado pelo conjunto de equagoes :

r()=>1-1)=1
rR)=02-1)=1 (5.12)
r3)=3-1)=2

Fonte: Da autora (2020).
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5.3 Calculo Fracionario
5.3.1 A integral de Riemann-Liouville

Treés defini¢oes de derivadas fracionarias sao amplamente empregadas: a derivada
de Grinwald-Letnikov, a derivada de Riemann-Liouville e a derivada de Caputo. Dessas
trés definicoes previamente citadas, a definicao de derivada fracionaria segundo Caputo
é a mais usada quando existe a necessidade de empregar derivadas de fungoes constantes
iguais a zero. A vantagem principal que justifica esse fato é que ela requer condigoes iniciais
dadas em termos de derivadas de ordem inteira, como visto no item , representando
caracteristicas bem compreendidas de situagoes fisicas e assim, deixando-a aplicdvel aos
problemas do mundo real.

Antes de introduzir a definigao de derivada de Caputo, é preciso definir a integral
que foi proposta por Riemann-Liouville. De inicio, emprega-se o método de integragoes
sucessivas a fim de generalizar a ordem da operacao. Considerando que J representa o

operador integral, tem-se que

LW@ZAf@M (5.13)

neste caso,

(JIF)E) = (J2F)(#) = /Ot J(u)du = /Ot (/Ouf(s)ds> du (5.14)

mudando a ordem de integracao, é possivel obter

(J2f)(t):/Ot/tsf(s)duds:/otf(s) (/tsdu) ds:/otf(s)(s—t)ds (5.15)

onde os limites sao alterados de maneira conveniente.

Fazendo uma nova integracao, tem-se

(JITF)(t) = (JPf)(t) = /t J?(u)du = /Ot (/Ou f(s)(s — u)ds) du (5.16)

0

o que leva, pelo mesmo procedimento, ao resultado

<ﬁﬁw=[Zﬂ@w—wwﬁzfﬂﬂf“gwxwz4%@“5”@
(5.17)

Integrando mais uma vez

t
0

(JJJJf)(t):(J“f)(t):/Ot J3(u)du:/ (/Ouf(s)ﬁds) du (5.18)
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chega-se em

o= [ [ o5 s = [ s -& ;;)Tds

t (5.19)
t (t—s)3
= /0 f(s) 30 ds
Este resultado ja é suficiente para sugerir que
(ILLIIN0 = (D0 = o [ ds G0
B C(n—=1)J, '

A Equagao (5.20)) é bem definida para todo n inteiro positivo.
Na tentativa de encontrar uma expressao que generalize a Equacao (5.20)), incor-
porando nimeros nao inteiros a ela, é necessario utilizar uma ferramenta um pouco mais

avancada da matemética, a funcdo gama, descrita na segao (/5.2))

(JJJJ..JIf)(t) = (J"f)t) = ﬁ/{) (t—s)"" 1 f(s)ds (5.21)
agora pode-se fazer n = « e obter

(J°f)(t) = ﬁ / (t — 5)° f(s)ds (5.22)

onde o é um numero real positivo e ¢t > 0.
A equacao acima representa uma possivel generalizacdo para uma integral de
ordem «. Esta integral é conhecida como integral fracionaria de Riemann-Liouville de

ordem a.
5.3.2  As Derivadas Fracionarias Segundo Riemann-Liouville e Caputo

Para introduzir a definicao de derivada fracionaria, Bernhard Riemann e Joseph
Liouville partiram do Teorema Fundamental do Célculo, que afirma que DJf(t) = f(t),

ou seja

| s = s (5.23)

Logo, o Teorema Fundamental do Calculo afirma que se uma funcao continua é
integrada e depois diferenciada, obtem-se a funcao original como resultado. Empregando

o método de indugao, temos que

DT f(t) = £(t) (5.24)
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onde r é um valor inteiro positivo. A definicao da derivada de ordem nao inteira é feita

a partir da Equagao ([5.24)). Para tal, faz-se r = n — a, neste caso

(DI f)(t) = f(t) (5.25)
aplicando o operador D em ambos os lados da equacao, obtém-se o seguinte resultado
(DD T f)(t) = (D f)(t) (5.26)

Usando a regra da composicao de derivadas, que D*D’f = D*** f obtém-se

(DT f)(t) = (D f)(t) (5.27)

O operador D" é bem definido para n inteiro e o operador J"~¢ para um expoente

real positivo. Neste caso,

(D)0 = (PO = e [ a6

tal que n € Z*.
A derivada fracionéaria de Riemann-Liouville de ordem « é, entao, obtida.
Ja a derivada de Caputo é definida como uma integral fracionaria de uma derivada

de ordem inteira”. Ou seja,

C oo arm - 1 t dd];ffds
©Dof)(t) = (J*o D" f)(t) = ) / : (5.29)

'n—a-1 t — s)a—ntl
O operador fracionario é nao local, uma vez que a derivada fracionaria depende do
limite inferior da integral. Essa caracteristica contrasta com a derivada de ordem inteira,

que é um operador local. Outras propriedades da derivada de Caputo incluem:

1. A derivada de ordem zero de uma funcao retorna a funcao original;

2. A derivada de Caputo para n € Z tem o resultado igual ao da derivada classica de

ordem n;

3. Ao derivar uma fungao constante empregando a definicao segundo Caputo, o resul-

tado ¢ igual a zero;

4. A derivada fracionaria de Caputo é um operador mal colocado, nao cumprindo o

critério de continuidade entre dados de entrada e dados de saida.
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5.4 Implementacao da RNH com Calculo Fracionario

A modificacao da rede neural de Hopfield com célculo fracionério utiliza a derivada
fracionaria em funcao do tempo segundo Caputo. Portanto, o comportamento dinamico

do modelo RNFH pode ser descrito da seguinte maneira

(“Dfu)(t) = —K'Kf + K 'g® = Q(u) (5.30)

com condigao inicial u;(0) = h='(f;(0)), quando 0 < a < 1.

Agora, o resultado depende da derivada de ordem fraciondria, o, z;(a) = f~(u;()),
isto é, f;(a) = h™(us(t; @) quando t — oo.

Como visto anteriormente, a derivada fracionaria de Caputo de uma funcao cons-
tante é igual a zero. Logo, a solucao encontrada pelas Equacoes e , quando
a rede aprender, estard num ponto de equilibrio f* = (KT'K) 'K%g®?. O ponto de
equilibrio é obtido quando 2 = 0 paras as Equagoes e .

E possivel notar que f* é a solucdo que minimiza FE, entretanto, f* nao pode
ser obtida diretamente, apenas calculando (K'K) 'K” g, devido a esse problema ser
classificado como mal condicionado. Por outro lado, a solucao encontrada pela RNH ou
pela RNFH nao requer o calculo da matriz inversa. Além disso, a funcao de ativacao
impoe uma restricao no espacgo de solucao.

As RNH e RNFH sao métodos capazes de fornecer uma solugao estavel e finita. E
importante ressaltar que as solugoes obtidas pelos métodos RNH e RNFH sao as mesmas,
porém as trajetérias do estado do neuronio da condicao inicial ao ponto de equilibrio sao
diferentes. Além disso, vale ressaltar que, neste caso, nao se faz necessario que a rede
passe pelo processo de treinamento, uma vez que o modelo fisico ja é bem estabelecido e

conhecido.
5.4.1 A Regra da Cadeia para Derivadas Fracionérias

Ao realizar uma derivada de uma fungao composta do tipo, F'(x) = f(g(z)) ou,
ainda, F(xr) = f o g, usualmente utiliza-se de uma regra bastante conhecida no Calculo
Cléssico chamada de Regra da Cadeia®®, na qual Z—J; ¢ a taxa de variacao de f com respeito

age g—g ¢é a taxa de variagao de g em relacao a x. Matematicamente,

df d
F@Iéﬁ (5.31)

Porém, pode-se afirmar que a regra da cadeia nao é valida para as defini¢coes de derivada
fraciondria de Riemann-Liouville e Caputo®”.

A Regra da Cadeia para uma funcao composta de uma derivada fracionaria possui
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uma forma diferente da apresentada para derivadas de ordem inteira, e é dada por®”

D3 f(g(x)) = (Dgf(9))g=g(x) D5 9(x) (5.32)

onde D® é a derivada fracionédria de ordem a em relagao a x.

Fica evidente que a Equacao se difere da regra da cadeia para derivada
de primeira ordem dada pela Equacao . Um exemplo pratico para auxiliar nessa
observacao serd dado a seguir. Tomando a funcao f(g(z)), onde f(g) = ¢* e g(x) = 23, é
possivel reescrevé-la na forma f(g(z)) = (23)* = 25 A defini¢ao de derivada fraciondria

para uma funcao de poténcia é dada por®”

F'm+1) N
DCM m — m—o .
=¥ F(m—a—i—l)x (5:33)
Sendo m = 6, obtém-se que
['(7) _
D’ = ———=a%* 5.34
=TT —a)” (5:34)

Porém ao aplicar a definicao dada pela Equagao (5.32)) para a mesma fungao
f(g(x)), o resultado obtido é

r

(4) I4—a
I'4d—a)

E demonstrado entao que existe uma desigualdade entre as Equacoes 1) e , €,

portanto, a regra da a cadeia nao é satisfeita para a # 1.

D f(g(x)) =2 (5.35)

Um exemplo serd apresentado a seguir, empregando a Regra da Cadeia descrita
pela Equagao (5.32) para uma fungao do tipo F(x) = f(g(x))

A partir da definicdo proposta por Caputo para a derivada de ordem «, Equacao

(4.16)), e considerando n = 1, tem-se que

—of df dg
“DeF)(z) = J === 5.36
(CDEF)(x) e (5.36)
onde a derivada sera feita em funcao de t.
A Equagao ([5.36]) pode ser reescrita da seguinte forma
1 t df dg
“DeF :_/ t—s)*———2d 5.37
CDLF)@) = prp gy [ (=97 GLds (537
Em seguida, tem-se que
df 1 t _.dg
“DeF z——/ t—s)"*—=d 5.38
CDLF)@) = Gy | (=9 "G (539
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Logo,
df 1_adg
C Nnao _ 9 oql-a”d
(“DSF)(x) = ng o (5.39)
Reescrevendo a Equagao (5.39)), tem-se
d
DeF)(@) = L Deg (5.40)
dg
Entao
(“DgF)(x) = Dyf(9)D3g (5.41)

A Equagao ([5.41]) encontrada equivale a Regra da Cadeia apresentada pela Equacao

5.32|). Porém é preciso ressaltar que ao considerar a derivada parcial % COIMO Uma Cons-

tante ao calcular a integral, ignora-se o fato de que g é fungao de x. Logo, a Regra da

Cadeia proposta pela Equagao (5.32]) nao é valida.
5.4.2 Sobre a Monotonicidade das Funcoes

No Célculo tradicional, uma funcao é denominada monétona em um intervalo
[a, b] quando a primeira derivada f’nao muda seu sinal, como descrito pelo Teorema 1.
Além disso, o maximo global dessa mesma funcao ocorre quando f’=0e f7 < 0. Jd o

minimo global, ocorre quando f'=0e f” > 0%,

Teorema 1 Uma fun¢ao f € [a,b] é mondtona em [a,b] se, e somente se, sua primeira

derivada ' nao muda seu sinal no intervalo.

E pertinente verificar se esse teorema também é valido ao empregar derivadas
fraciondrias. Seria intuitivo abranger o Teorema 1 para derivadas de ordem nao inteira,
porém, Kai Diethelm, em seu artigo Monotonicity of functions and sign changes of their

08 conduziu um estudo onde esse teorema foi verificado utilizando a

Caputo derivatives
derivada fraciondria no sentido de Caputo, no intervalo « € (a, b).

Foi concluido que o fato de nao haver mudanca de sinal na D®f nao é suficiente
para definir se tal funcao é monodtona ou nao, quando empregada a definicao de derivada
fraciondria segundo Caputo. Para valores que o pode assumir, sendo eles « € (0, 1), existe
um o, no qual nao se garante a monotonicidade da fungao f.

E previsto a fungao custo diminuir quando ¢ — oo para valores de « inteiros.
Tendo em vista que nao é garantido o mesmo quando « assume valores fracionarios,

certas oscilagoes para a norma do residuo em funcao do tempo sao esperadas.
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5.5 O Ambiente de Programacao
5.5.1 MATLAB

Desenvolvido pela Mathworks Inc., no final da década de 70, o MATrix LABoratory
(MATLAB) é um software disponivel para diferentes plataformas, incluindo Windows e
Mac, utilizado para calculos numéricos e visualizacao computacional. Utiliza linguagem
semelhante ao C e Fortran e é destinado a fazer cdlculos com matrizes®?.

O espaco de trabalho do MATLAB é constituido basicamente de quatro janelas,
como mostrado na Figura . A janela principal é chamada de janela de Comando,
onde é exibido o prompt, no qual serao introduzidos comandos para o MATLAB executar.
Em seguida, tem-se o Diretério Atual que é a interface para manipulacao de diretorios e
arquivos. A janela denominada Workspace é responsavel por salvar e exibir as variaveis
salvas. E, por fim, a janela Editor possibilita a criacao de subrotinas e algoritmos=*. E

na janela Editor que os programas desenvolvidos nesse trabalho foram criados.

Figura 5.2 — Ambiente de programacao do MATLAB.

4\ MATLAB R2016a - X
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FILE NAVIGATE EDIT BREAKFPOINTS RUN
G EHA b C: b Users b Camila b Desktop b )
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Name Date Madified |: | Untitled L+
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- ;=
Diretorio
atual Editor
Details A
—~ Commani d Window ®
Workspace
Fe >>
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O MATLAB possui uma biblioteca que fornece uma colecao de arquivos para
resolver numericamente equagoes diferenciais ordinarias (ODEs, do inglés Ordinary Diffe-
rential Equations). Tal colegao é constituida de sete métodos com caracteristicas préprias
adequadas a diferentes tipos de problemas, como por exemplo, a ODE45, que é repor-
tado como um dos primeiros métodos a serem utilizados para obter a solucao de novos

problemas®*.,
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Além das subtrotinas para resolver equagoes diferencias ordinarias, esta disponivel
gratuitamente na plataforma de troca de arquivos do MATLAB, a subrotina FDE12 uti-
lizada para tratamento numérico de equagoes diferenciais fracionarias. O método contido
na FDE12 é uma generalizacao do método Adams-Bashforth-Moulton, no qual foi repor-
tado como um método numérico bastante adequado e 1til para a resolucao de equacgoes

diferencial de ordem generalizada, como as equacoes de Mittag-Leffler®,
5.5.2 Método de Quadratura por Trapézios

A integracao numérica pode ser feita por diversos métodos, incluindo os métodos
de quadratura por retangulos, trapézios ou parabolas, principalmente em casos em que
nao se tem uma funcao definida por uma férmula analitica e sim por um conjunto de

. - 41
dados do tipo z;, f(z;), tal que i = 0,1, ..., n*"

O método de quadratura por trapézios estd entre os métodos mais simples em-
pregados e que garante boa velocidade de convergéncia®!. E se baseia na aproximacao da
area de uma funcao por trapézios. Sendo assim, a integral corresponde a soma das area
dos trapézios, (base maior+base menor) x altura /2, que estdo acima do eixo x, menos

as areas dos trapézios que estao abaixo do eixo x, como mostrado na Figura (5.3]).

Figura 5.3 — Aproximagao da drea da curva através do método de quadratura
por trapézios.

A

>
Fonte: Da autora (2020).
A 4rea do trapézio é dada pela Equagao (5.42)).
: § (@) + fla))Ax
o R T 7 i+1
I= /a flz)de = Alirgoz 5 (5.42)

=0
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onde Az = (b—a)/n e x; =a+ilAx.
A subrotina a seguir mostra o cdlculo realizado da integral da funcao f(x) =

sen(x), através do método de quadratura por trapézios.

function sab=inttrap(n)

a=0; b=pi/2; dx=(b-a)/n;

i=0:n; x=a+ixdx; f=func(x);

s=sum(f(2:n)); sab=[f(1)+2*s+f(n+1)]*dx/2;

end

function f=func(x)
f=sin(x);

end

5.6 Método Numérico para Equacao Diferencial Fracionaria

Um dos métodos numéricos mais comuns e confidveis é o algoritmo Previsor-
Corretor (do inglés, Predictor-Corrector) baseado no método fracionédrio de Adams-Bashforth.
Esse algoritmo é uma generalizacao do integrador classico Adams-Bashforth-Moulton, bas-
tante empregado na solucao numérica de problemas de primeira ordem™. cuja subrotina
disponibilizada pelo MATLAB ¢é a FDE12, citada na segao (5.5.1)).

Nesta secao, um método numérico para a solucao de sistemas de equagoes nao

lineares é discutido, onde

(6 Duy)(t) = Qur (1), uz(t), us(t), ...um(t)) (5.43)

sendo u;(tg) = u;(0),0 < a < 1. Para resolver a Equagao (.43)), aplica-se o operador

integral fracionario J* em ambos os lados da equacao,

J(§ D) (t) = uy(t) — u;(0), (5.44)

onde j = 1,2,...,m . Finalmente, a Equagao (5.44) é mudada para sua forma equivalente

w;(ty) = u) + (JQur(s), ua(s), us(s), ...um(s))) (te), (5.45)

que é a equagao de Volterra de segunda ordem, sendo 0 < s < t;. A Equagao é a ge-
neralizacao do método Adams-Bashforth-Moulton. Portanto, conhecendo J*Q(w =1, .m(s)),
é possivel encontrar u;(t) para todo o tempo e j =1,2,...,m.

Também ¢é descrito o método numérico baseado na regra de trapézios, citado

anteriormente no item (5.5.2)), para resolver a equagao integral fraciondria (J*Q)(t)*".
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Suponha que o intervalo [0,t] é subdividido em ¢ entre sy = kh e sgy1 = (k + 1)h, onde
h=t/q,

) | = (k+1) -
0= s kz_o [ / ) 1wy () (5.46)

onde 0 < s <tel <t < gh Paraencontrar Q(u;—1 m(s)), com kh < s < (k+1)h, a

série de Taylor aproximada em multiplas varidveis é empregada,

Qujz1.m(8)) = QUkh,uj—1._m(kh)) + Z Qu, (ui(s) — u;(kh)) (5.47)

sendo Q, = Hizt.m(s))

T . Reescrevendo a Equacao ([5.46|) como
1

u;=u;(kh)

Jf = s S [Q(k;h werm(kh)) [ (t = 5)7 s+

o (5.48)
22 i g (€= 9) H(wi(s) — wi(kh))ds,

Agora, se u;(s) = @;(s), no qual 4;(s) é um valor aproximado, temos que

-1

=)

JoO = {Q(k;h, Wjmrm(KR)) + > Q, ((s) — ui(kh))} we_, (5.49)
le) = ;
onde
(k+1)h he
W, — /kh (¢ — )~ ds = i — (i~ 1)), (5.50)

com i = n—k. Mais informacdes sobre esse método podem ser encontrados na literatura.

5.7 Método Numérico para Determinagao de Distribuicao de Frequéncias

através de Dados Experimentais

Primeiramente, é necessério determinar a relagao entre Cy (7)) e g(v). Em ter-
modinamica estatistica, essa conexao é feita através da funcao de particao, de acordo

com

e—hu/QkT

y = Ze—En/kT — e—hu/thZ (e—hl//k'T) ~ : i (551)
—e v
n=0

n

onde E, = (n+ %)hu, e k e h sao a constante de Boltzmann e Planck, respectivamente.

Enquanto a energia vibracional é menor que kT, dessa forma x = hv/kT < 1, a soma

Yo 2" pode ser aproximada por (1:@)' Seguindo o procedimento

Inz = St In(1 — e/t (5.52)
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e InZ = 3Nlnz, no qual foi considerada apenas uma frequéncia vibracional, proxima
aquela considerada por Einstein.
Levando em consideracao a distribui¢ao de frequéncias g(v) em vez de um tnico

valor, como foi feito por Debye, pode escrever [nZ como

InZ = — /000 UQ—Vg(V)dV - /0°° In(1—e")g(v)dv, (5.53)

onde u = h/kT. A energia interna é calculada como U = k:T2(6éLTZ

dade calorifica pode ser estabelecida por Cy (1)) = (0U/OT)r. Finalmente, a capacidade

)v, de onde a capaci-

calorifica do sélido é dada por

[e'e] 2 uv
Cu(T) = k /0 —((;1’/’)_61)2 o) (5.54)

A Equacao permite determinar o Cy(T") a partir de g(r). A questdao que
vem a tona é se existe uma equacdo para determinar g(v) a partir de Cy (7).

Varias tentativas para lidar com o problema inverso da capacidade calorifica sao
encontradas na literatura. Primeiramente, Montroll, em 1942, usando a transformada
de Fourier, encontrou uma expressao para determinar g(v) a partir de Cy(7"), na qual é
dificil de ser aplicada, visto que essa expressao apresenta a integral do nicleo no plano
complexo. Além disso, com um minimo de erro nos dados de Cy(T'), a inversao se torna
instavel. O mesmo problema ocorre em outras férmulas.

A Equacao (5.54]) é uma equagao linear integral de Fredholm de primeira ordem,
conhecida como um problema mal colocado. Portanto, métodos apropriados como a Rede
Neural de Hopfield foram usadas para determinar uma solucao adequada. Antes disso,
a quadratura por trapézios foi usada para discretizar a equacao linear integral como
¢j = > K;jgi, com j =1,2,...m, K;; = K(u;,v;)w;, ¢; = Cy(y;) e g; = g(v;), no qual
w; = 1/2 para todo 1 < i < n e w; = w, = 1. Logo, a equagao pode ser expressa

CcOo1mo

c = Kg, (5.55)

onde o vetor coluna c representa a capacidade calorifica (Cy (u;)), g caracteriza a funcao
g(v) e K é o operador linear entre as duas quantidades.

Usando a Rede Neural de Hopfield generalizada com derivadas de ordem fra-
ciondria, é possivel se obter g(v) através de Cy (T, resolvendo algumas equagoes diferen-

ciais de ordem fracionaria da forma

d°u
dte

Essas equagoes foram integradas como descrito no item (5.6)). O estado do neurénio evolui

= K'Kg+K'c (5.56)

de acordo com o tempo, de uma condi¢ao inicial u; = arctanh(2f;(t) — 1)), com g;(t) = 0,



até o estado final.
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados obtidos ao empregar a metodologia em problemas inversos mal colo-
cados discutida na segao sao apresentados a seguir, além de uma breve discussao sobre
a RNFH. Os algoritmos de resolugao dos problemas 2 x 2; Matriz de Vandermonde e Den-
sidade de Estados de Fonons da Capacidade Calorifica, elaborados pelo grupo de pesquisa
do Laboratério Quimica Matematica da UNIFAL-MG, estao incluidos nos Apéndices A,
B e C, respectivamente.

A rotina FDE12 disponivel em https://www.mathworks.com/matlabcentral/fi
leexchange/32918-predictor-corrector-pece-method-for-fractional-differenti

al-equations| é requerida para executar os algoritmos.
6.1 Problema de dimensao 2 x 2

A principio, tomou-se um sistema linear do tipo Kf=g, onde K=[1 1; 1 1+¢]
e g=[1;1+n| como o problema inicial no qual foi aplicada a RNHF para investigar sua
eficiencia. Sabendo-se que o posto da matriz K corresponde ao nimero de linhas linear-
mente independentes da mesma, pode-se observar que o posto dessa matriz é dependente
do valor de e. Assumindo um valor para €, por exemplo, € = 1, o posto da matriz K é
2 e, portanto as linhas de K sao linearmente independentes, logo a matriz é considerada
bem-condicionada. Agora, para € = 0, a matriz possui linhas linearmente dependentes
e, portanto, a matriz é chamada de mal condicionada. Para valores de € entre 0 e 1,
o sistema citado possui diferentes graus de mal condicionamento. Dessa forma, pode-se
concluir que o posto da matriz empregada nesse primeiro exemplo é dependente do valor
de e.

O numero de condicionamento da matriz K é dado por

\/4+2€+€2—|—(2+6)\/4—|—62
\/4+2€+62—(2+€>\/4+62

Quando o problema é mal colocado, nao ha uma solucao tnica e estavel devido aos

cond(K) (6.1)

erros experimentais e a solugao obtida pelos métodos usuais nao representam resultados
fisicamente aceitaveis.

Um sistema linear com ntimero de condicionamento baixo é dito bem-condicionado,
enquanto que um sistema linear que apresenta nimero de condicionamento alto é conhe-
cido como mal condicionado. A dificuldade se encontra justamente no sistema linear mal
condicionado ao empregar métodos usuais, como por exemplo o método de eliminacao de
Gauss e o método Newton-Raphson.

Utilizando o método de eliminacao de Gauss (MEG), foi possivel obter uma solugao


https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/32918-predictor-corrector-pece-method-for-fractional-differential-equations
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/32918-predictor-corrector-pece-method-for-fractional-differential-equations
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/32918-predictor-corrector-pece-method-for-fractional-differential-equations
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de furc=[1 —n/€; n/e|=[-9;10], quando o valor de €=0,01 e n=0,1, com nimero de condi-
cionamento cond(K)=402. Tendo em vista que a solugao exata para Kf=g corresponde
a foxy = [1;0]. Entretanto, pode-se observar nesse exemplo 0 ndo cumprimento de um dos
requisitos impostos por Hadamard, a continuidade da funcao, onde pequenas alteragoes
em g, que sao controladas por 7, podem levar a diferengas na solugao f, quando cond(K)
é grande. A mesma dificuldade é encontrada ao empregar o método Newton-Raphson,
cujo resultado fywg = [—1;1]. O MNR consiste em minimizar a fungao custo £ ,
onde a atualizacio do valor inicial é dado por (K'K)~!. Se tratando de um problema
mal colocado, ha dificuldades em se calcular numericamente a inversa da matriz K.

Uma maneira de impedir que a solucao tenha uma discrepancia em relagao ao valor
exato ¢ restringir a norma da solugao. O método de regularizagao de Tikhonov adiciona
novos termos a funcao objetivo E representando tal restricao. Estes novos termos referem-
se a norma da solugao, assim como a norma da derivada primeira e segunda da solucao.

Por outro lado, a restricao na RNH é imposta quando se escolhe a funcao tanh
como fungao de ativacao da rede. A RNH nao requer o calculo da matriz inversa, como
mostrado na Equacao , e além disso, ela converge para uma solugao correta e de
forma estavel.

Empregando a RNH para encontrar a solugao deste exemplo proposto, o resultado
encontrado convergiu para a solucao exata, frxg=[1,0000;0,0450], quando ¢=0,01 e n=0,1,
como mostrado na Figura , o que é proximo do resultado esperado. O sistema de
equacoes diferenciais , com « = 1, foi integrado pelo método apresentado na secao
[-6).

Empregando a RNFH, com o = 1, 3, a taxa de convergéncia foi cinco vezes maior
que a taxa encontrada para o algoritmo usual (RNH). A solu¢do encontrada para esse
problema pela RNFH convergiu para fryry = [1,0000;0,0450], na qual foi o mesmo
resultado encontrado pela RNH. A comparacao entre o modelo RNH (o = 1) e o modelo
RNFH ¢é mostrado nas Figuras , usando o = 1,3 e a = 1,7, respectivamente.

As Figuras (6.2(a)) e (6.2(b)) mostram a comparagao da norma do residuo obtida
pelo modelo RNH (o = 1) e 0 modelo RNFH em fungao do tempo, usando o« = 1,3 e
a = 1,7, respectivamente. E possivel observar também que a taxa de convergéncia foi
maior quando « é maior que 1.

A Tabela mostra o tempo 7y o35 para diferentes valores de «, no qual | Kf =
g|| decai para menos que 0,0655. A partir da Tabela , foi possivel inferir que uma
melhor performance ocorreu quando « é maior que 1. A taxa de convergéncia usando
o modelo RNFH com o = 1,7 foi de 15 vezes maior quando comparado com o modelo
RNH (a = 1). Essa performance foi ainda melhor com o = 1,9, cerca de 22 vezes maior
quando comparado com o modelo usual.

Quando € = 0,001 e n = 0,01 foram empregados, o nimero de mal condiciona-

mento foi de 4x 103, Para esse sistema linear, ambos métodos (RNH e RNFH) convergiram
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para a solucao desejada (fryvy = fryvrr = [1,0000; 0,0450]), entretanto, com uma grande

diferenga na performance, como mostrado pela Tabela (6.1)).

Figura 6.1 — (a) Refinamento da solugdo ao longo do tempo, usando

land2

land 2

0.4

0.3

0.2

0.1

RNH (----- ), para o sistema linear com ¢ = 0,1 e da-
dos experimentais com erro de n = 0,01. A solugado com
RNFH (. =1,3) ( ) converge para [1,000;0,0450]

no tempo de 5000 unidades. O residuo final é de
IKf —g|| = [-4,1 x 1075,—4,5 x 107%] e o erro é
de ||f — fexato|] = [0,000; 0,0450]. (b) Resultado para o

mesmo problema usando o =1, 7.

0
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0
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t

Fonte: Da autora (2020).
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O tempo 70655 para diferentes valores de a, no qual ||Kf = gJ| decai para um
valor menor que 0,00655 também foi mostrado na Tabela . Nesse caso, a taxa de
convergencia usando o modelo RNFH com o = 1, 7 foi 103 vezes maior quando comparado
com o modelo RNH (o = 1). A taxa de convergéncia foi ainda maior para o modelo
RNFH com a = 1,9, cerca de 202 vezes maior que o obtido com RNH. A partir desses
resultados, pode-se concluir que a Rede Neural Fracionaria de Hopfield proporciona uma

melhor performance em relacao a Rede Neural de Hopfield.

Tabela 6.1 — Comparacao dos resultados usando RNH (a = 1) e RNFH

€=0,01,n=0,1

« ‘ 720.0655 ‘ 7265655/720,0655 ‘ |[IKE — gl[e=s5000 ‘ |8° — 8°*[|e=5000
1,0 1300 1 0,064 0,065
1,3 280 4.7 0,064 0,045
1,7 88 15 0,064 0,045
1,9 60 22 0,064 0,045

e =0,001, 7 =0,01

- ‘ 720.00655 ‘ TS(T,(I]0655/7-20,0655 ‘ [|Kf — g||:=s000 ‘ g — 8| =5000

1,0 142740 1 0,0067 0,67
1,3 10361 14 0,0064 0,22
1,7 1385 103 0,0064 0,0045
1,9 71 202 0,0064 0,0044

Fonte: Da autora (2020).

Demonstrando o que foi dito no item , o comportamento esperado para
o residuo em funcao do tempo para a = 1,3 e a = 1,7, respectivamente, é mostrado
nas Figuras (6.3(a)) e (6.4(a)). Onde, para os dois casos, num perfodo pequeno de 10
unidades, é possivel observar oscilagoes. Dessa forma, para 0 < o < 1, nao ha garantia
de que ||Kf—g|| ird decair em todo o intervalo. As Figuras (6.3(b)) e (6.4(b)) mostram a
comparacao entre a RNH e RNFH durante o tempo de 10 unidades e apresenta a trajetéria

do neurdnio nos pontos iniciais, indicando o processo de aprendizagem da rede neural.

6.2 A Matriz de Vandermonde

O préximo exemplo discute o caso da matriz de Vandermonde, um problema

bastante conhecido por ser mal colocado. Dados os valores de uma fungao f(z), em dois
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Figura 6.2 — (a) Residuo em relagdo ao tempo, empregando o mo-
delo RNH (----- ), para o sistema linear ¢ = 0,01 e
erro experimental n = 0,001. Solugao usando modelo
RNFH (a = 1,3, ). (b) A norma do residuo para
o mesmo problema usando RNFH com aa =1,7.
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Fonte: Da autora (2020).

valores distintos de x, por exemplo xy e x1, podemos aproximar f(z) por uma funcao
polinomial de grau 1, pi(x) = apx + a1, que satisfaz as condi¢oes pi(zo) = f(z0) €
p1(z1) = f(x1). Nesse caso, a solucao desejada (valores de ag e ay) é obtida resolvendo o
sistema p1 (7o) = aozo + a1 = f(20) e pi(z1) = w1 + a1 = f(z1).

O polinémio interpolador de grau n pode ser escrito na forma P, = a,, + a,_1x +

an—2x?+...+apx". Para que P,(z) substitua f(z), os coeficientes a; devem ser determina-
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Figura 6.3 — (a) Residuo em relagdo ao tempo, empregando o mo-
delo RNH (----- ), para o sistema linear ¢ = 0,1 e
erro experimental n = 0,01. Solugao usando modelo
RNFH (o« = 1,3, ). (b) Refinamento da solucéo
ao longo de 25 unidades arbitrérias de tempo, usando
RNH ( ), para 0 mesmo sistema.
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=1 and 2

f,i

Fonte: Da autora (2020).

dos, para todo 0 < j < n. De modo a ajustar esses coeficientes aos dados, p,(z;) = f(x;)

deve ser satisfeito para todo j entre 1 e n. Neste caso, os coeficientes a; sao obtidos



Figura 6.4 — (a) Residuo em relagdo ao tempo, empregando o mo-
delo RNH (----- ), para o sistema linear ¢ = 0,1 e
erro experimental n = 0,01. Solugao usando modelo
RNFH (o = 1,7, ). (b) Refinamento da solucéo
ao longo de 25 unidades arbitrérias de tempo, usando
RNH ( ), para 0 mesmo sistema.
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Fonte: Da autora (2020).

resolvendo o sistema linear Xa = f, ou
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Portanto, a questao de encontrar os coeficientes estda resolvida, por métodos vistos
anteriormente, tomando a = X 'f. A matriz X é conhecida como matriz de Vander-
monde.

Os coeficientes podem ser encontrados por métodos citados na segao , MEG
e MNR. Entretanto, diferentes estudos tem mostrado que matrizes de Vandermonde ten-
dem a ser bastante mal condicionadas. Nesse caso, como visto anteriormente, MEG e
MNR nao obterao uma solucao adequada. Dessa forma, os modelos RNH e RNFH foram
empregados.

A matriz de Vandermonde de dimensao 21 x 21, com 0 < x; < 1, foi utilizada para
investigar a performance do modelo RNFH. O ntimero de condicionamento da matriz é
igual a 10'". Para ambos os métodos (RNH e RNFH), a fungao tanh foi utilizada como
fungao de ativagao. A equagao diferencial , com o =1 para RNH e 0 < a < 1 para
RNFH foi integrada pelo método apresentado na secao 5.6

A comparacao entre a;, para todo 1 < j < n obtida, em relacao ao tempo,
usando o modelo RNFH com a = 1,2 e 0 modelo RNH com o = 1, é mostrado na
Figura . A Figura mostra a norma do residuo, quando RNFH com a = 1,2
é utilizado (1,6688 x 1078), decai para um valor menor que o obtido pelo modelo RNH
(3,7017 x 10~7) com o mesmo tempo de propagacao (1000 unidades arbitrarias). E dessa

forma, mais uma vez, a RNFH convergiu para a solucao esperada em menos tempo que a

RNH.

Figura 6.5 — Refinamento da solugao em funcao do tempo, refe-
rente ao segundo problema, no qual foi empregada RNH

(----- ), e RNFH ( ) usando a = 1, 2.
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 6.6 — Residuo ||Kf-g|| ao longo do tempo, usando RNH
(----- ) e RNFH com a = 1,2, ( ).
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Fonte: Da autora (2020).

6.3 Densidade de Estados de Fonons da Capacidade Calorifica

Por fim, a RNH e a RNFH foram empregadas para recuperar valores de densidade
de fonons do diamante a partir da capacidade calorifica para diferentes temperaturas,
empregando a metodologia descrita na secao (|5.7)).

A Figura mostra dados simulados para o diamante obtidos a partir da
Equacao , onde o modelo de Debye, g(v) = 9N /13, foi empregado com hv,, kg =
1860K. Tomando m = 20 e n = 20, obteve-se uma matriz K de dimensao 20 x 20 com
nimero de condicionamento na ordem de 10'7.

Agora, usando a rede neural de Hopfield generalizada com derivada de ordem
fracionaria «, g(v) pode ser obtido a partir de Cy(T') através da resolucao de um conjunto
de equacoes diferenciais de ordem fracionaria . Essas equagoes foram integradas pelo
método descrito na secao . O estado do neuronio muda em funcao do tempo, a partir
da condicdo inicial u;(t) = arctanh(2g;(t) — 1)), com g; = 7.7 x 1074, para o estado final
no tempo 10713 e unidades arbitrdrias. A condicao inicial de g; é mostrada na Figura
62).

A Figura mostra que a funcdo custo (norma do residuo) decaiu para um

valor menor que 5 x 10~* para o modelo RNFH com a = 0,9. Para esse mesmo periodo
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de tempo, o modelo RNH convergiu para a solucao com norma do residuo de 7 x 1072
Dessa forma, o modelo RNFH convergiu para a solucao desejada em menor tempo quando
comparado com o modelo RNH.

Por fim, a densidade de estado de fonons 6tima é determinada através da fungao
de ativagao, g;(t) = h(w;) = (1 + tanh(u;(t)))/2. A partir da Figura (6.7)), é possivel
observar que a solucao encontrada pelo modelo RNFH esta de acordo com a funcao exata
utilizada.

Para uma analise mais realista, propondo uma simulagao que reproduza mais a
realidade dos laboratorios, erros experimentais foram introduzidos aos dados simulados
de capacidade calorifica através da adicao de ruido aleatorio de média zero com desvio
padrao o. O desvio padrao empregado foi de 3,0% do Cy,, para valores de T entre 0 e
300K. Para valores maiores de T (entre 300K e 2000K), o desvio padrao foi de 1,5%
do valor de Cy. Os dados experimentais de Cy(T;), simulados entre 0 e 2000K, sao
mostrados na Figura (a) e (b), onde pode ser observado que a solugao encontrada
por RNFH com a = 0,9 fornece Cy, pela Equagao , dentro dos erros experimentais
simulados.

Na Figura , pode ser observado que a solugao encontrada pelo modelo RNFH
esta de acordo com a funcao exata empregada. Para esse caso, a condigao inicial ¢g; também
estd reportada nessa figura. Quando a RNFH ¢ utilizada, a norma do residuo decai para
um valor menor que o obtido pela RNH no tempo 0,2 x 1074 unidades arbitrarias. Essa
observagao pode ser vista na Figura . Portanto, mesmo na presenca do erro experi-
mental, a RNFH convergiu para a solucao desejada em menos tempo quando comparada
a RNH.

Para complementar a discussao de que o calculo da solucao feitos através de
g = (K'"K)"'K”¢ alguns dados foram obtidos. Primeiramente, através de dados si-
mulados de g(v), mostrados na Figura (6.11)(a)), foram gerados os dados de capacidade
calorifica Cy, indicados na Figura (6.11b)). Ao empregar a matriz inversa nos cdlculos
para a obtencao da densidade de frequéncia através dos dados de capacidade calorifica, o
resultado encontrado, mostrado na Figura (6.12{(a)) possui oscilagoes e nao corresponde
ao modelo reportado por Debye, indicando uma inadequacao ao empregar esse método.
E importante notar que a solucao encontrada recupera os valores exatos de C'y,, mas nao

possui nenhuma interpretagao fisica, como destacado na Figura (6.12|(b)).
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Figura 6.7 — Refinamento da solucao ao longo do tempo, usando
RNH (---0O), para o exemplo 3. A solugdo com RNFH
usando a = 0,9 é apresentada como (—%—). (———)
representa o dado exato e (—B&—) representa o valor
usado como conhecimento a priori da rede.

-13
25 x 10 ‘

Fonte: Da autora (2020).

6.4 A Rede Neural Fracionaria de Hopfield

Primeiramente, a rede neural de Hopfield, governada pela Equagao (5.9)), con-
verge para um ponto de extremo minimo da funcao custo F. Logo, encontrar f tal que
|Kf — g®P||? ¢ denominado problema de otimizagio. Para esse caso, o ponto de minimo
coincide com o ponto de equilibrio e, portanto, espera-se que os valores do estado do
neuronio sejam constantes.

Baseando-se no trabalho de J. J. Hopfield, um estudo foi conduzido com o objetivo
de demonstrar que a rede governada pelo sistema de equacoes converge para o ponto
extremo de £, Porém, em sua deducao, a Regra da Cadeia para derivadas fraciondrias foi

empregada, além de considerar o fato de que a funcao F era monotonicamente decrescente.

Esses dois pontos foram discutidos nos itens ((5.4.1) e (5.4.2)), onde foi possivel concluir

que sao estratégias invalidas ao tratar de derivadas fracionarias.
Os resultados obtidos nesse trabalho apontaram que o modelo RNFH conver-
giu para pontos de extremo minimo, porém ainda é necessario provar, com rigor, que a

rede converge. Um estudo estd em desenvolvimento para demonstrar que o estado do



Figura 6.8 — Residuo ||Kf-g|| ao longo do tempo, usando RNH

(----- ), para o terceiro exemplo. A solugdo com
RNFH usando a = 0,9 ¢é apresentada como ( ).

I K- gll

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Fonte: Da autora (2020).

neuronio converge sempre assumindo valores menores que a funcao de Mittag-LefHler, na
qual também converge oscilando, quando ¢ — oo.
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Figura 6.9 — (a) (O) representa dados experimentais para Cy (T;), si-

25

mulados entre 0 e 2000K. (%) representa Cy (T;) obtido
a partir de g(v) encontrado utilizando o modelo RNFH,
com o = 0,9 e (O) representa Cy (T;) obtido através de
g(v) empregado utilizando o modelo RNH. (b) (&) re-
presenta o erro do resultado obtido pela Equacao
com o = 0,9 e (O) representa o erro do resultado obtido
pela Equagao com o = 1. A barra de erro repre-
senta o coeficiente de variagao de 3,0%, para valores de
T entre 0K e 300K, e 1,5%, para valores de T entre
300K e 2000K.
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 6.10 — (a) A solucdo encontrada usando o modelo RNH
(+-O), para o terceiro exemplo com erro simulado
(coeficiente de variacao de 3,0%, para valores de T en-
tre OK e 300K e 1,5% para valores de T entre 300K
e 2000K. A solucao empregando o modelo de RNFH
com a = 0,9 é representada por (—*—). (———)
representa os valores exatos. (—B—) representa o
valor usado como conhecimento a priori da rede. (b)
Norma residual ao longo do tempo, empregando o mo-
delo RNH (----- ). || Kf—g]| usando o modelo RNFH
com a = 0,9 é representado por ( ).
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 6.11 — (a) ¢g(v) simulados para o diamante utilizando o mo-
delo de Debye. (b) Valores de Cy gerados a partir de
g(v) (Problema direto).
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Fonte: Da autora (2020).
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Figura 6.12 — (a) Valores de g(v) recuperados utilizando a matriz
inversa, g = (K'K) 'K”¢. (b) Valores Cy obtidos
com o célculo de ¢g(v) empregando a matriz inversa
(Problema inverso), () corresponde ao dado exato.
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Fonte: Da autora (2020).
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7 CONCLUSAO

Este estudo apresenta uma metodologia implementa a rede neural de Hopfield
com o calculo fracionario para tratar problemas inversos em Quimica. Tal técnica foi
empregada em trés exemplos, para um sistema linear do tipo Kf=g e para o calculo dos
polinomios da matriz de Vandermonde e, por fim, foi utilizada para refinar a solucao de
um problema envolvendo capacidade calorifica, no qual obteve-se a densidade de fonons
a partir de dados simulados de capacidade calorifica contendo erros experimentais. Esses
erros nas condicoes iniciais foram usados para testar a robustez da metodologia. Em todos
0S casos, seja com erros experimentais ou com desvios de condicoes iniciais, a abordagem
atual é estavel, dando resultados fisicos precisos. A performance da RNFH foi comparada
com o método tradicional, RNH, obtendo-se um resultado bastante satisfatério. Além
disso, o método é simples e representa uma extensao do algoritmo usado anteriormente.
Por fim, uma caracteristica importante da metodologia empregada deve ser destacada, o

tempo em que esta converge para a solucao, fazendo dela uma técnica bastante efetiva.
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8 PERSPECTIVAS

Com o intuito de dar continuidade ao trabalho aqui apresentado, algumas inves-

tigagoes ainda podem ser realizadas. Dentre elas:

a) Investigar como a escolha de a afeta a velocidade de obtencao da solucao;
b) Explorar a parte numérica;
c¢) Aplicar a RNFH em outros problemas inversos;

d) Investigar convergéncia da RNFH.
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ANEXO A - Tabela de Algumas Transformadas de Laplace

A partir do conhecimento do método para obtencao da transformada de Laplace,
nao se faz necessario deduzi-la todas as vezes, podendo obter as solucao através de tabelas

disponiveis na literatura. Transformadas de Laplace estao descritas na Tabela (A.1]).

Tabela A.1 — Transformadas de Laplace de algumas fungoes

0 F(s) = £7(1)}(5)
af(t) aF(s)
afl(t) = bfg(t) aFl(s) + bFQ(S)
f'(t) sF(s) — f(0)
() s"F(s) = i "R FO(0)
(~1yen (0 7
[ F(s)/s"
Ji* fo Fi(s)F(s)
RLDef(t) sOF(s) = S DRI f(0)s"F n—1<a<n
CDef(t) sYF(s) = S o DEF(0)s* 7 F n—1<a<n

Fonte: Adaptada de OGATA (2010) e LEMES (2018).



APENDICE A - Algoritmo para o Problema 2 x 2

function []=frachopmalcolocadoresumo(alp,tfinal)
%>> frachopmalcolocadoresumo(1.3,5000)
%>> frachopmalcolocadoresumo(1.7,5000)

global A b

close all

e = le-2; % pardmetro epsilon

a = le-1; % paradmetro alpha

he = le-3; % paradmetro epsilon

ha = le-2; % pardmetro alpha

he = 1; % parametro eps ilon
ha = 0; % parametro alpha

A=[1 1; 1 1+e]; % matriz A

b=[1; 1+a]; % matriz coluna b

t0=0; h=.1;

£0=[0;0]; uO=atanh(f0);

u0=[u0 [0;0]];
%»u0=[u0 [0;0] [0;0]];

alpha=alp;

[t, ul = fdel2(alpha,@fdefun,t0,tfinal,u0,h);
zf=tanh(u) ;

%hopcoes = odeset(’AbsTol’,1le-6,’RelTol’,le-4);
%lt,u]l = oded5(@fdefun, [t0,8000],u0,opcoes);
Y%zf=tanh(u) ;

[t1, ul] = fdel2(1,0@fdefun,t0,tfinal,u0,h);
zfl=tanh(ul);
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figure
plot(t,zf,’k-’,t1,zf1,°k:’)
xlabel(’t’)

ylabel(’f_i, i=1 and 2’)

kk=1;

for k=1:length(t)
E(kk)=norm(A*xzf (:,k)-b);
El1(kk)=norm(A*zf1(:,k)-b);
tk (kk) =t (kk) ;

kk=kk+1;

end

clc

xx=min(find(E < 0.07))
[tk(xx) E(xx) norm([0;1]-zf(:,xx)) E(end) norm([0;1]-zf(:,end))]

figure
plot(tk,E, k-’ ,tk,E1,’k:’)
xlabel(’t’)

ylabel (’ | [{\bf Kf}-{\bf g}||’)

end

function up = fdefun(t,u)
global A b

f=tanh(u) ;%f=u;
up=-A’*xAxf+A’*Db;
.5xsum((A*f-b) .~ 2)

end
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APENDICE B - Algoritmo para o Problema Envolvendo a Matriz de

Vandermonde

function []=frachopmalcolocadovan(alp,tfinal)
hfrachopmalcolocadovan(1.2,1000)
global A b

close all

%he

%a

le-2; % parametro epsilon

le-1; % paridmetro alpha

%A=[1 1; 1 1+e]; % matriz A
v=0:.1:1;v=v’,;

A=vander(v);

%hsize(A)

%cond (A)

hpause

%A=hilb(11);

b=Axv;

%b=[1; 1+al; % matriz coluna b

t0=0; h=.1;
%£0=[0;0];
fO0=zeros(size(v));
u0=atanh (£0) ;
rO0=zeros(size(v));
%u0=[u0 [0;0]71;
u0=[u0 rO0];
alpha=alp;

[t, ul] = fdel2(alpha,@fdefun,t0,tfinal,u0,h);
ug=u(:,end) ;
zf=tanh(u) ;

hopcoes = odeset(’AbsTol’,1le-6,’RelTol’,le-4);
%[t,u]l = ode45(@fdefun, [t0,8000],u0,opcoes);
%zf=tanh(u) ;

[t1, ul] = fdel12(1,0@fdefun,t0,tfinal,ul,h);
sug=ul(:,end);
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zfl=tanh(ul) ;

%zf(end, :)’
[zf1(:,end) zf(:,end)]

figure
plot(t,zf,’k-’,t1,zf1,’k:’)
xlabel(’t’)

ylabel(’f_i, i=1 and 2°’)

kk=1;

for k=1:length(t)
E1(kk)=.5*sum((b-Axzf1(:,k))."2);
E(kk)=.5*sum( (b-A*zf (:,k))."2);
tk(kk) =t (kk) ;

kk=kk+1;

end

figure
semilogy (tk,E, k’,tk,E1, ’k: ?)
%legend(’alpha’,’1’)
xlabel(’t’)

ylabel (’ | [{\bf Kf}-{\bf g}||’)

AT=A;
[im, jm]=size (A’ *A);
for i=1:im

for j=1:jm

J(j,1)=—sum(AT(j,:)*A(:,1i))*sech(uq(i))"~2;

end

end

-A’*Axtanh (uq)+A’*b
Y%size(J);
lam=eig(J);

hpause

for s=1:length(lam)

zl=lam(s) ;
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a=real(zl) ;b=imag(zl) ;m=sqrt(a~2+b~2);

if a>0
arg(s)=atan(b/a);

end

if a==0 & b>0
arg(s)=pi/2;

end

if a<o0
arg(s)=atan(b/a)+pi;

end

if a==0 & b<O0
arg(s)=-pi/2;

end

end
arg’

end

function up = fdefun(t,u)
global A b

f=tanh(u);

up=-A’xAxf+A’*xb;
[.5*sum((A*f-b)."2) £(1) £(2)]
Jpause

end
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APENDICE C - Algoritmo para o Problema de Densidade de Estados de

Fonons da Capacidade Calorifica com Erro Experimental

function frachopcv2
format short e
clear all

close all

global K c

h=6.6260693e-34; %J.s
kB=1.3806503e-23; %J/K
NA=6.02214129e23;

T=10:100:2000; T=T’;
u=h./(kB*T) ;

N=20;
ThD=1860; vm=ThD*kB/h; vi=1el2; s=(vm-vi)/(N-1);

V=vVi:s:vm;

K=((u*xv) . 2.xexp(u*xv)) ./ ((exp(u*xv)-1).72);

w=[0.5,0ones(1,N-2),0.5]; w=repmat(w,length(T),1); w=wxs;

K=8.3144621%K. *w;

g=9%(v’) . 2/v(N)"3;
hg0=g;

%hgO=ones (size(g))*3*2/v(N);
g0=(v’)*2.5e-13/4e13;

W7 .7407e-14

%g0 (1)
%g0=(6/v(N)~2)*v’;
hg0=zeros (size(g));
figure(1)
plot(v,g,’k-’,v,g0,’k:’)
xlabel (’\nu,Hz’)
ylabel(’g’)

gext=g;

cext=K*gext;



randn(’seed’,1.7282e9);

Cv=1.5;
sdp1=(CV/100) . *cext (7:end) ;
sdp2=2%(CV/100) . *cext (1:6) ;
sdp=[sdp2; sdpi];
simerro=sdp.*randn(size(cext));

c=cext+simerro;

figure(2)
plot(T,cext,’ko’,T,c, kx’)
hold on
errorbar(T,cext,sdp, ’k’)
xlabel(°T,K’)
ylabel(’C_V(J/mol.K)’)

I=eye(N,N);

Jparametros da integracao
tol=1e-6;

tmax=1le-12;

%hcondicoes iniciais

uini=desativa(g0)

%options = odeset(’RelTol’,tol,’AbsTol’,tol*ones(size(uini)));
%lt,u]l = oded4b5(@func, [0 tmax],uini,options);

hx=1e-19;

tfinal=100000%*hx;

ul0=uini;

alpha=.9;

rO=zeros(size(u0));

u02=[u0 ro0];

[t, u] = fdel2(alpha,@func,0,tfinal,ul,hx);

u=u’; t=t’;

[t1, ul] = fdel2(1,@func,0,tfinal,u0,hx);
ul=ul’; ti=t1’;



figure(3)

plot(t,u)

xlabel(’t, arbitrary unit’)
ylabel(’u’)

hpause

ghop=ativa(u(length(t),:));
ghopl=ativa(ul(length(t),:));

figure(4)
plot(v,ghop,’k-*’,v,ghopl,’k:0’,v,g,’k-’,v,g0,’k-.s8")
xlabel(’\nu’)

ylabel(’g’)

Cvhop=K*ghop’ ;
Cvhopl=Kx*ghopl’;

figure(5)

plot(T,Cvhop, ’k-*’,T,Cvhopl, ’k:0’,T,c,’ks”’)
%,T,cext,’r’)

hold on

errorbar(T,c,sdp, ’k’)

ylabel (’Cv’)

xlabel(°T?)

gruim=(K’*K)\K’*c;
figure(6)
plot(v,gruim)
ylabel(’g’)
xlabel(’v’)

Cv9=K*gruim;

figure(7)
plot(T,Cv9,’g*’,T,c,’k-")

kk=1;
gl=ativa(ul’);
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g=ativa(u’);

size(X), size(gl), size(c)

cond (K)

for k=1:1length(t)
E1(kk)=.5*%sum((c-K*gl1(:,k))."2);
E(kk)=.5*sum((c-K*xg(:,k))."2);
tk(kk) =t (kk) ;

kk=kk+1;

end

figure(8)
semilogy(tk,E, k-’ ,tk,E1,’k:’)
%legend(’alpha’,’1’)
xlabel(’t’)

ylabel (’ | [{\bf Kf}-{\bf g}||’)

figure(9)

vi=[0, 2e14];v2=[0, 0];
plot(vl,v2,’k-")

hold on

axis([200 2000 -max(sdp)*1.5 max(sdp)*1.5])
plot(T,c-K*ghop’, ’kv’)
plot(T,c-K*ghopl’, ’ks’)
xx=zeros (size(cext));
errag=sdp;
errorbar(T,xx,errag,’k’)
xlabel(’\nu’)

ylabel (’C_{V,ext}-C_V’)

end

function du = func(t,u)
global K c

g=ativa(u);

[t norm(K*g-c)]

du = -K’*K*xg+K’*cC;

end

function u=desativa(g)
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u=atanh(2*xg-1);

end

function g=ativa(u)
g=(1+tanh(u))/2;

end
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