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RESUMO

O coeficiente de determinação (R2) é uma métrica muito utilizada para a análise de qualidade

de ajuste de modelos lineares. Este coeficiente assume valores no intervalo entre 0 e 1, de modo

que quanto mais próximo de 1, maior parte da variação da variável resposta está sendo explicada

pelo modelo. Há outras métricas com o mesmo objetivo, como o coeficiente de determinação

ajustado, o erro absoluto e erro quadrático médio, por exemplo. Mesmo sendo muito utilizado,

o R2 é tratado com cautela na literatura, pois este pode ser viesado em modelos com poucas

observações ou inflacionado quando se acrescentam covariáveis ao modelo. Neste sentido, au-

tores sugerem tratá-lo como uma estatística que estima um parâmetro populacional (ρ2), sendo

este entendido como a qualidade de ajuste que um modelo possuiria se as infinitas observações

do fenômeno viessem a ser coletadas. Desta forma, sendo ρ2 um parâmetro e R2 um estimador

pontual, é natural pensar em estimação intervalar e testes de hipóteses para possibilitar a tomada

de decisão sobre a adequação do modelo candidato ao fenômeno no qual deseja-se descrever.

Entretanto, essa questão inferencial ainda não é considerada fechada na literatura, pois auto-

res discutem distribuições de probabilidade para a modelagem deste em diferentes cenários e

regiões do espaço paramétrico. Desta forma, este trabalho estudou a estimação do coeficiente

de determinação paramétrico (ρ2) a partir de cinco estimadores intervalares paramétricos. Para

compará-los, foi realizado um estudo de simulação Monte Carlo, computando precisão e acu-

rácia em diferentes cenários compostos pela combinação do número de covariáveis do modelo

(k), tamanho amostral (n) e o verdadeiro valor paramétrico (ρ2). Em conjunto a isso, elaborou-

se um índice de desempenho de estimação intervalar que valoriza simultaneamente precisão e

acurácia com importâncias relativas previamente fixadas. Os resultados permitiram a recomen-

dação do melhor estimador para cada região do espaço paramétrico. Com isso, verificou-se que

os estimadores propostos apresentaram qualidade similar aos indicados na literatura ao longo

do espaço paramétrico. Por fim, foi construído um pacote R, possibilitando que o usuário estime

de forma intervalar a qualidade do ajuste utilizando o estimador com melhor desempenho.

Palavras-Chave: Estatística como Assunto. Intervalos de Confiança. Método de Monte Carlo.



ABSTRACT

The coefficient of determination (R2) is a widely used metric to analyze the quality of adjust-

ment of linear models. This coefficient assumes values in the range between 0 and 1, so that

the closer to 1, most of the capacity variation is being explained by the model. R2 is treated

with caution in the literature, as it can be biased in models with few observations or inflated

when covariates are added to the model. In this sense, authors suggest treating it as a statistic

that estimates a population parameter (ρ2), which is understood as the quality of fit that a model

would have if the infinite observations of the phenomenon were to be collected. Thus, we study

the estimation of the parametric coefficient of determination (ρ2) from five parametric interval

estimators. For comparison, a Monte Carlo simulation study was performed, computing pre-

cision and accuracy in the different combinations to model the number of model variables (k),

sample size (n) and the value of the parameter (ρ2). The results allowed the recommendation of

the best estimator for each region of the parametric space. Thus, it was found that the proposed

estimators presented similar quality to those indicated in the literature in the parametric space.

Finally, an R package was built, allowing the user to estimate the quality of the model using the

best performing estimator.

Keywords: Statistics as a subject. Confidence intervals. Monte Carlo method.
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CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO GERAL

Com o desenvolver da ciência, os modelos teóricos são criados ou reformulados com

o objetivo de representar com maior precisão os fenômenos ou adequar-se aos contextos da

atualidade. Modelos que estão presentes em diversas áreas do conhecimento e possibilitam

o levantamento de hipóteses e suas respectivas respostas acerca dos problemas de estudos de

pesquisadores (SHOU et al., 2015).

No campo científico, autores como Gilbert e Osborne (1980), Montgomery, Peck e Vi-

ning (2006) e, mais recentemente, Frigg e Nguyen (2017) discutiram a importância e aplicabili-

dade de modelos. Esses autores exemplificaram os modelos atômicos, econométricos, climáti-

cos e estatísticos. Sendo estes últimos apontados por Montgomery, Peck e Vining (2006) como

os mais utilizados na ciência, contribuindo para delinear o relacionamento entre variáveis.

O método de regressão tem como propósito determinar a condição de causa e efeito

ou o impacto de uma variável sobre as outras a partir de uma relação funcional estabelecida,

possibilitando a realização de predições da variável resposta (UYANIK; GÜLER, 2013). Esses

modelos funcionais podem ser lineares ou não e são aproximações do verdadeiro relaciona-

mento entre as variáveis analisadas pelo pesquisador.

Entretanto, dada as diversas relações funcionais que podem ser estabelecidas, métricas

de qualidade de ajuste foram propostas na literatura para analisar o nível de adequabilidade do

modelo ao fenômeno. Como exemplo dessas métricas, tem-se o Coeficiente de Determinação

(R2) e o Coeficiente de Determinação Ajustado (R2
a), que são usuais nos modelos de regressão

lineares, além do Erro Médio (EM), Erro Quadrático Médio (EQM) e Erro Médio Absoluto

(EMA).

A avaliação do ajuste possibilita um dos pontos importantes da análise de regressão: a

seleção de modelos; contexto tratado por Hamid et al. (2018) como um dos principais pontos

da modelagem estatística. Neste sentido, as métricas de qualidade unem-se aos critérios BIC,

AIC e a estatística de Mallows, permitindo a escolha de modelos parcimoniosos e com maiores

taxas de acurácia, por exemplo.

No entanto, o R2 é tratado por autores como uma métrica que deve ser analisada com

certa precaução. Conforme Di Bucchianico (2008), este coeficiente está diretamente relacio-

nado ao modelo estimado, entretanto, valores próximos a um podem não indicar adequabili-

dade do modelo ao fenômeno. Além de Di Bucchianico (2008), Montgomery, Peck e Vining
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(2006) afirmaram que um valor alto deR2 pode ser ilusório, dado que este pode ser inflacionado

acrescentando covariáveis ao modelo.

Dada essa situação, autores sugerem analisar o coeficiente como uma estatística que

estima a qualidade de ajuste de uma regressão, o que pode ser visto em Cramer (1987), Carrodus

e Giles (1992) e Quinino, Reis e Bessegato (2012). Assim, é possível inferir a respeito de um

coeficiente de determinação populacional (ρ2) e tomar decisões sobre a qualidade do modelo.

Entretanto, nota-se que a estimação de ρ2 não é um assunto esgotado na literatura. Estu-

dos apresentam e discutem distribuições para os estimadores de ρ2 sob diversas parametrizações

e aspectos, como amostras pequenas e pertubações nos termos de erro da regressão. Em con-

sequência deste fato, pode-se notar a presença de diferentes alternativas para a realização de

inferências no espaço paramétrico de ρ2, dando abertura para novas propostas inferenciais.

Neste sentido, o objetivo deste trabalho é seccionado em dois artigos, dispostos nos

Capítulos 2 e 3, sendo eles:

a) Capítulo 2: Estudar empiricamente a estimação intervalar de ρ2 por meio cinco es-

timadores paramétricos, sendo três deles propostos por este trabalho. Além disso, comparar

medidas de desempenho dos estimadores nos cenários analisados e construir intervalos de con-

fiança para a qualidade de ajuste de um experimento, ilustrando a aplicação dos estimadores;

b) Capítulo 3: Construir um pacote em linguagem R, possibilitando a construção de

intervalos de confiança para ρ2 em cenários específicos do usuário, utilizando do estimador que

apresente melhor qualidade e possibilite a seleção de modelos.
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1 REFERENCIAL TEÓRICO

O objetivo desta seção é apresentar o coeficiente de determinação e as respectivas dis-

tribuições propostas por estudos para a estatística. Por fim, apresentar os aspectos da simulação

computacional que possibilitam avaliar estimadores intervalares e testes de hipóteses.

1.1 O MODELO DE REGRESSÃO LINEAR E O COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO

Conforme Su, Yan e Tsai (2012), a metodologia de regressão desempenha um papel de

grande importância na modelagem estatística. Em particular, os modelos lineares tornaram-

se populares pela clareza quanto a forma de interpretação de seus parâmetros, unindo-se ao

detalhamento teórico bem fundamentado na literatura.

De modo geral, o modelo de regressão linear pode ser denotado matricialmente da se-

guinte forma:

y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2I),

sendo:

y =



y1

y2

y3
...

yn


, X =



1 x12 . . . x1p

1 x22 . . . x2p

1 x32 . . . x3p
...

... . . . ...

1 xn2 . . . xnp


, β =



β0

β1

β2
...

βp


, ε =



ε1

ε2

ε3
...

εn


.

Sendo y o vetor com a variável resposta; X a matriz de delineamento e ε o vetor de erros.

Sob pressuposições de que a variável resposta seja função linear das covariáveis; E(εi) = 0; os

erros são homoscedásticos, não correlacionados e normalmente distribuídos (HOFFMANN,

2016).

A estimação dos parâmetros do modelo pode ser dada de diversas formas como mínimos

quadrados, máxima verossimilhança e inferência Bayesiana. O método de mínimos quadrados

é o mais utilizado na literatura, correspondendo a minimizar a distância da resposta observada

com os valores preditos (SU; YAN; TSAI, 2012). Conforme Hoffmann (2016), o estimador de
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mínimos quadrados é dado por:

b = (X
′
X)−1X

′
y,

sendo b um estimador não tendencioso e de variância mínima de β conforme o Teorema de

Gauss-Markov.

Posteriormente, pode ser de interesse do pesquisador a realização da análise de variância

do modelo e a obtenção de algumas estatísticas. Neste contexto, define-se a Soma de Quadrados

Totais (SQT) do modelo como:

SQT = (y − ȳ)′(y − ȳ)

que pode ser decomposta pela Soma de Quadrados da Regressão (SQR) e Soma de Quadrados

dos Erros (SQE), respectivamente:

SQT = (Xβ − ȳ)′(Xβ − ȳ) + e′e.

Com essas quantidades, pode-se obter o coeficiente de determinação amostral R2 do

modelo pela razão entre SQR e SQT, sendo interpretado como a proporção da variação total

da resposta explicada pela regressão (SU; YAN; TSAI, 2012). Conforme Cramer (1987), tal

medida representa a qualidade de ajuste do modelo, dada matricialmente por:

R2 =
b
′
X
′
Xb

b′X′Xb + e′e
, (1.1)

sendo b o vetor de parâmetros estimados do modelo, X a matriz de delineamento e e o vetor

de erros associado. Tal métrica assume valores no intervalo 0 ≤ R2 ≤ 1, de modo que quanto

mais próximo de 1, maior parte da variação da variável resposta está sendo explicada.

Já foi apontado que o R2 é uma métrica que pode apresentar problemas. Um destes foi

indicado por Cramer (1987), afirmando que o coeficiente é viesado em pequenas amostras. Não

sendo recomendável seu cálculo em modelos com menos de cinquenta observações, tamanho

amostral este que pode ser considerado amplo para algumas áreas do conhecimento. Fato que

também foi apontado por Quinino, Reis e Bessegato (2012), evidenciando que o valor de R2

pode ser ‘ilusório’ em pequenas amostras.

Dada as afirmações de que o R2 pode ser viesado e levar o pesquisador a tomar decisões

equivocadas em certos cenários, autores como Weatherburn (1949), Cramer (1987) e Quinino,
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Reis e Bessegato (2012) discutiram distribuições probabilísticas por meio de reparametrizações

da distribuição de probabilidade Beta, possibilitando a realização de inferências a respeito de

ρ2.

1.2 A DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE BETA

A Beta é uma distribuição de probabilidade contínua, comumente utilizada para a mo-

delagem de proporções, sendo muito flexível conforme a indexação de seus dois parâmetros

(FERRARI; CRIBARI–NETO, 2004). Essa distribuição apresenta função de densidade de pro-

babilidade dada por:

f(x; a, b) =
1

B(a,b)
xa−1(1− x)b−1I(0,1)(x),

definida no espaço paramétrico Φ = {(a,b)|a > 0, b > 0}, onde:

B(a,b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx,

corresponde a função beta. Como exemplo do comportamento da distribuição, a Figura 1 apre-

senta diferentes combinações dos parâmetros da distribuição.

Figura 1 – Comportamento da distribuição de probabilidade Beta para diferentes combinações de
parâmetros a e b

Fonte: Do autor.
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Conforme Mood, Graybill e Boes (1974), a função geradora de momentos da distribui-

ção não tem forma trivial. Entretanto, alguns de seus momentos ou funções deles são acessíveis,

como a média e a variância, dadas por:

E(X) =
a

(a+ b)
,

V (X) =
ab

(a+ b+ 1)(a+ b)2
.

A existência da moda da distribuição depende do valor de seus parâmetros, de modo que sendo

a > 1 e b > 1, a moda é dada por:

Mo(X) =
a− 1

a+ b− 2
,

e por outra perspectiva, se a ou b < 1, a moda da distribuição estará em uma das bordas

(JOHNSON; BERVERLIN, 2013). Em oposição à moda, a mediana não apresenta uma forma

algébrica fechada. O estudo de Kerman (2011) retratou uma aproximação para esta em pares

a e b maiores que 1. Tal aproximação apresentou erro decrescente, ou seja, aproximando-se da

mediana da distribuição a medida em que o valor dos parâmetros aumentaram.

Dado o domínio da distribuição, ela é comumente utilizada na modelagem de fenôme-

nos que são mensurados no intervalo (0,1). Como exemplo de aplicações, Ferrari e Cribari-Neto

(2004) estabeleceram um modelo de regressão para fenômenos onde a variável resposta segue

uma distribuição Beta, a partir de uma parametrização considerando a média e a dispersão.

Quinino, Reis e Bessegato (2012), exploraram a distribuição para analisar o coeficiente de de-

terminação de uma regressão, um tópico a ser explorado na próxima seção. Arnold e Ghosh

(2017) analisaram o comportamento e algumas propriedades para a construção das distribui-

ções Beta e Kumaraswamy bivariadas.

Além da forma mais conhecida da distribuição Beta, há variações na literatura. Uma

destas corresponde a distribuição Beta prime, também denominada como Beta do segundo tipo,

que apresenta uma cauda longa (TULUPYEV et al., 2013). Por fim, autores como Weatherburn

(1946), Casella e Berger (2001) e Song (2005) discutiram algumas relações e/ou transforma-

ções a partir da distribuição Beta, como apresentado na Figura 2. É interessante notar que se

X1 e X2 seguem distribuição χ2 com v1 e v2 graus de liberdade, respectivamente, então a distri-

buição resultante será Beta com parâmetros v1
2

e v2
2

(WEATHERBURN, 1949). Ressalta-se que
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Figura 2 – Algumas relações e transformações entre distribuições de probabilidade associadas à
distribuição Beta

Fonte: Elaborado a partir de Weatherburn (1949), Casella e Berger (2001) e Song (2005).

algumas destas relações são usuais em contextos de inferência Bayesiana e modelos estatísticos

em eventos discretos (JOHNSON, 2013).

1.3 DISTRIBUIÇÕES DO COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO

No ano de 1949, Weatherburn discutiu a distribuição do coeficiente de correlação (r)

e do coeficiente de correlação ao quadrado. De modo que, a partir de uma transformação de

variáveis obteve-se a distribuição amostral para um cenário específico do espaço paramétrico

(ρ2 = 0). Como resultado, mostrou-se que em pares de variáveis X e Y não correlacionadas,

com respectivas médias e desvios padrão, o coeficiente de determinação segue uma distribuição

Beta com parâmetros a = 1
2

e b = (n−2)
2

, onde n corresponde ao número de observações no

modelo.

Expandindo o cenário apresentado por Weatherburn (1949), Foster, Smith e Whaley

(1997) analisaram a distribuição quando k covariáveis compõem o modelo de regressão, sob a

hipótese nula que o vetor de parâmetros é nulo (β = 0), implicando na condição de que ρ2 = 0.
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Com isso, o estimador do coeficiente seria distribuído da seguinte forma:

R2
W ∼ Beta

(
k

2
,
n− k − 1

2

)
. (1.2)

Essa distribuição amostral foi utilizada por Quinino, Reis e Bessegato (2012) para a realização

de inferências em um modelo de regressão. Isso possibilitou a tomada de decisão a respeito do

coeficiente de determinação populacional, conforme o seguinte par de hipóteses:

H0 : β1 = β2 = ... = βk = 0

H1 : Bi 6= 0, para algum i = {1, 2, ..., k}
⇐⇒

H0 : ρ2 = 0

H1 : ρ2 > 0
.

Como resultado, tomou-se uma decisão a respeito da qualidade de ajuste em uma apli-

cação relacionando a velocidade de um automóvel em função de seu peso e potência.

Cramer (1987) obteve a distribuição exata de R2 a partir de uma transformação con-

siderando a situação de que β 6= 0, ou seja, um cenário mais geral do que o proposto por

Weatherburn (1949). A transformação considerada foi dada por uma função (G) da seguinte

forma:

G =
R2

1−R2
=

(b
′
X
′
Xb)/σ2

(e′e)/σ2
,

sendo:
(b
′
X
′
Xb)

σ2
∼ χ2

(λ,k), (1.3)

e,
e
′
e

σ2
∼ χ2

(0,n−k). (1.4)

Sendo λ o parâmetro de não centralidade da distribuição e b o vetor de parâmetros estimados.

Para encontrar a distribuição dada pela transformação proposta, foram utilizadas fórmulas de

recorrência como apresentado em Johson, Kotz e Balakrishnan (1995). Desta forma, a distri-

buição exata é dada por um produto entre entre as distribuições Beta e Poisson:

f(r) =
∞∑
j=0

W (j)
1

B(u+ j,v − u)
ru+j−1(1− r)v−u−1, (1.5)
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em que:

W (j) =
e
−λ
2 (λ

2
)j

j!
,

u =
1

2
(k),

e,

v =
1

2
(n− 1).

O estudo de Cramer (1987) relacionou o coeficiente de determinação amostral R2 com

ρ2, mostrando queR2 possui uma condição assintótica conforme o tamanho amostral do modelo

aumenta. Assim, ρ2 seria estimado a partir dos parâmetros do modelo de regressão da seguinte

forma:

ρ2 =
β
′
X
′
Xβ

β ′X ′Xβ + nσ2
,

Desta forma, ρ2 é incorporado à distribuição exata através de λ, dado por:

λ = n

(
ρ2

1− ρ2

)
. (1.6)

Cramer (1987) também derivou a média e variância do coeficiente a partir da distribuição

exata, indicando que, assim como R2 converge para o seu valor populacional, o mesmo pode

acontecer para a mediana e para a moda da distribuição.

Ohtani (1994) analisou a distribuição deR2 e deR2
a, a partir de funções de risco em duas

situações: i) quando variáveis importantes ao fenômeno são omitidas e ii) quando variáveis des-

prezíveis são mantidas. Como resultado, obteve-se que ambos coeficientes são subestimados na

situação de omissão de variáveis relevantes e são sobrestimados na segunda situação. Ressalta-

se que a distribuição utilizada por este estudo está relacionada com a distribuição proposta por

Cramer (1987).

Por fim, Ohtani e Tanizaki (2004) apresentaram a distribuição exata em um modelo de

regressão onde os erros seguem distribuição t multivariada. O estudo foi realizado via simu-

lação com variações entre o número de covariáveis e o tamanho amostral. Foram avaliados

computacionalmente cenários com n ∈ {10, 20, 30, 40} e k ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8}. Posterior-

mente, mostrou-se que o R2 é seriamente viesado em amostras pequenas e que os intervalos de

confiança para cenários nas proximidades de zero são imprecisos.
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1.4 ESTUDOS DE SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO

Em estudos de simulação computacional relativos à avaliação de testes de hipóteses e

construção de intervalos de confiança, comumente avaliam-se cenários com diferentes combina-

ções de parâmetros e tamanhos amostrais. Com isso, é possível identificar o desempenho destes

sob diversas perspectivas, possibilitando a indicação daqueles com maiores taxas de poder, por

exemplo. Esses estudos comumente utilizam de métodos de Monte Carlo e simulação estocás-

tica a partir da geração de números pseudoaleatórios, que podem apresentar certa distribuição

de probabilidade.

A simulação de Monte Carlo tem por objetivo aproximar um valor esperado por sua

média de resultados por meio da realização de repetições de um experimento, respaldado pela

teoria dos grandes números (KORN; KORN; KROISANDT, 2010). Essa metodologia tem sido

utilizada em diversos estudos para a solução de problemas numéricos e geração de variáveis

aleatórias em contextos estatísticos, de engenharia e financeiros (PAULA, 2014).

Ionides et al. (2017) apontaram que os métodos de Monte Carlo possibilitam a avaliação

de intervalos de confiança e de testes de hipóteses em estudos com modelos mais complexos e

em cenários onde a função de verossimilhança pode ser intratável. Flowers-Cano et al. (2018)

utilizaram de métodos de simulação para a comparação de quatro formas de construção de

intervalos de confiança no contexto de precipitação, recomendando estimadores em diferentes

cenários.

O uso da simulação computacional para a obtenção de intervalos de confiança pode

apresentar um bom desempenho, principalmente em situações onde não é possível a obtenção

de intervalos exatos por meio da quantidade pivotal. Com isso, a verdadeira probabilidade de

cobertura de um intervalo construído por computação intensiva é uma variável aleatória que

estará em torno da taxa de cobertura que seria obtida pelo método exato (ALMEIDA; SILVA,

2015).

Shawiesh, Banik e Kibria (2011) computaram o desempenho de intervalos de confiança

de alguns estimadores. Foram utilizadas diferentes distribuições de probabilidade (normal, qui-

quadrado e log-normal) e tamanhos amostrais n ∈ {5, 10, 15, 20, 40, 50, 70, 100}, obtendo

regiões de confiança (1 - α) e possibilitando a comparação das taxas de cobertura de cada

estimador.
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1.5 AVALIAÇÃO DE ESTIMADORES INTERVALARES

No processo de avaliação de um estimador intervalar uma opção é verificar a probabi-

lidade de cobertura gerada por cada cenário (SHAWIESH; BANIK; KIBRIA, 2011). A proba-

bilidade de cobertura indica o percentual de vezes no qual o intervalo estimado contém o real

valor do parâmetro. Conceito que também pode ser entendido como uma taxa de acurácia do

estimador, ou seja, o percentual de vezes no qual o intervalo contém o real parâmetro.

Mood, Graybill e Boes (1974) apontaram dois problemas no processo de construção de

intervalos de confiança. O primeiro relacionado com a escolha da metodologia para a constru-

ção dos intervalos, e o segundo relacionado com a escolha de um intervalo satisfatório dentre

todos possíveis. Na literatura, Patino e Ferreira (2015) indicaram que estudos almejam interva-

los com menor comprimento, em consequência da maior precisão.

Dessa maneira, estudos unem dois critérios para a seleção de intervalos: a probabilidade

de cobertura e o tamanho médio do intervalo. Isso pode ser visto no estudo de Scacabarozi

e Diniz (2007) na comparação de intervalos para o parâmetro da distribuição de Poisson, na

avaliação de estimadores para proporções de Carari et al. (2010) e na análise do desempenho

dos intervalos gerados pela distribuição generalizada de valores extremos (GEV) no estudo da

duração máxima de secas em Butturi-Gomes, Beijo e Avelar (2018).

No entanto, uma problemática associada ao utilizar dois critérios de seleção é a de que

um estimador pode ter uma boa cobertura e um tamanho de intervalo amplo, ou o inverso dessa

situação. Fato que pode não trazer muita informação ao pesquisador, sendo necessário a com-

paração destes de forma separada. Tal forma foi realizada por Carari et al. (2010), analisando as

taxas de acurácia seguido do comprimento médio para a indicação dos estimadores com melhor

desempenho em cada cenário simulado.

De modo a exemplificar a condição entre precisão e acurácia de estimadores, a Figura 3

ilustra o comportamento entre o nível de precisão e de acurácia.
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Figura 3 – Comportamento esperado de estimadores considerando o nível de precisão e acurácia

Fonte: Do autor.

É válido notar que a acurácia relaciona-se com a exatidão do estimador e a precisão

relaciona-se com a menor dispersão. Note que um estimador com boa precisão e acurácia tem

estimativas mais próximas do ’alvo’, ou seja, o centro do arco. Por outro lado, um estimador

com boa acurácia e pobre precisão apresenta intervalos de confiança reduzidos, mas sua ’mira’

é prejudicada, sendo deslocada do centro do arco.
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CAPÍTULO 2 - ESTIMAÇÃO INTERVALAR DO COEFICIENTE DE DETERMINA-

ÇÃO: UMA APLICAÇÃO NA QUALIDADE DE AJUSTE DE MODELOS LINEARES
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Resumo

A qualidade de ajuste de modelos de regressão é um tópico de grande importância na

modelagem estatística. Para a análise dessa qualidade, a literatura geralmente utiliza de me-

didas como o coeficiente de determinação (R2), o coeficiente de determinação ajustado (R2
a)

e algumas métricas baseadas em erros. O R2 é popularmente utilizado pela rápida interpreta-

ção como a proporção da variação da variável resposta explicada pelo conjunto de preditores.

Entretanto, é sabido que este pode conter alguns problemas, como o inflacionamento em mode-

los com elevado número de covariáveis não relevantes ou em modelos com reduzido tamanho

amostral. De modo a reduzir o problema em modelos muito complexos, a literatura estabeleceu

o R2
a, penalizando a inclusão de covariáveis não relevantes ao modelo. Porém, essa penalização

pode fazer com que o R2
a seja negativo, dificultando a interpretação. Dado o contexto, estu-

dos comumente têm tomado o R2 como uma estatística que estima um parâmetro ρ2, sendo

este associado a qualidade de ajuste que um modelo possui de forma populacional. Tal forma

possibilita a construção de intervalos de confiança e de testes de hipóteses acerca da qualidade

do modelo. Entretanto, a questão inferencial é um assunto não encerrado na literatura, pois

os estimadores propostos até então consideram diferentes regiões do espaço paramétrico e po-

dem gerar intervalos largos em alguns cenários. Desta forma, este trabalho tem como objetivo

estudar, de forma intervalar, os estimadores paramétricos apresentados pela literatura e pro-

por outros três estimadores baseados na distribuição de probabilidade Beta, que é comumente

atribuída a modelagem de R2. Para isso, será realizado um estudo empírico de simulação em

cenários estabelecidos, analisando medidas de desempenhos dos estimadores. Posteriormente,

de modo a ilustrar a utilização dos estimadores, serão construídos intervalos de confiança para

analisar a qualidade de ajuste de um modelo de regressão no contexto da estatística experimen-

tal. Como resultado, notou-se que a recomendação de um estimador com melhor desempenho

em todo espaço paramétrico não é trivial, fazendo com que as recomendações sejam dadas em

três regiões do espaço.

Palavras-Chave: Coeficiente de Determinação. Estimação Paramétrica. Regressão.
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1 INTRODUÇÃO

A demanda por qualidade de ajuste em regressão tem possibilitado a criação de novos

modelos e inferências em métricas que determinam a adequabilidade do modelo ao fenômeno.

Uma destas corresponde ao coeficiente de determinação (R2), que atua mensurando a propor-

ção da variabilidade da variável resposta explicada pelo conjunto de preditores (ZHANG, 2017),

sendo essa uma das medidas mais populares na análise da qualidade de modelos lineares (PI-

EPHO, 2018).

Considerando o contexto matricial de um modelo de regressão, o R2 pode ser obtido

pela seguinte operação:

R2 =
b′X ′Xb

b′X ′Xb+ e′e
,

sendo b o vetor de parâmetros, X a matriz de delineamento e e o vetor de erros. Maiores

detalhes podem ser obtidos em Cramer (1987). A partir da interpretação de proporção explicada,

é evidente que a literatura busque modelos em que R2 → 1. Entretanto, estudos acerca de

R2 indicam que essa situação pode ser ilusória, pois este pode ser inflacionado em modelos

com reduzido tamanho amostral ou com elevado número de covariáveis (CRAMER, 1987),

(OHTANI; TANIZAKI, 2004), (QUININO; REIS; BESSEGATO, 2012).

De modo a penalizar o R2 em modelos com elevado número de covariáveis, a literatura

propôs uma versão modificada, denominada como coeficiente de determinação ajustado (R2
a),

dado por:

R2
a = 1− (1−R2)

(
n− 1

n− (k + 1)

)
,

sendo n o número de observações e k o respectivo número de covariáveis da regressão (DRA-

PER; SMITH, 1998). Com essa modificação, a fragilidade do aumento de R2 com o acréscimo

de covariáveis ao modelo é superada, fazendo com que o R2
a possa aumentar ou diminuir sob

essa situação. Entretanto, em casos onde o modelo contém muitas covariáveis e reduzido ta-

manho amostral, o R2
a pode ser negativo, perdendo o sentido de interpretação como proporção

explicada (QUININO; REIS; BESSEGATO, 2011).

Mesmo com as precauções apontadas na literatura estatística, estudos aplicados utilizam

essas duas medidas (R2, R2
a) para avaliar a qualidade de modelos, como visto em Yogesha et

al. (2018), Bineesh et al. (2018) e Song, Deng e Ren (2019). Em conjunto a isso, novos
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estudos acerca da expansão do R2 para a classe de modelos lineares generalizados (MLG)

estão sendo discutidos em Zhang (2017), Nakagawa, Johnson e Schielzeth (2017) e Piepho

(2018). No contexto de MLG, Piepho (2018) apontou que o coeficiente de determinação de um

modelo linear generalizado (R2
mlg) comporta-se, em alguns casos, como o usual R2. Entretanto,

o problema de inflacionamento incluindo covariáveis irrelevantes ao modelo ainda é persistente

(ZHANG, 2018).

Em meio a essas situações, estudos sugerem a realização de inferências em relação ao

parâmetro ρ2, estimado por R2, representando a qualidade que um modelo qualquer possuiria

se as infinitas observações do fenômeno fossem coletadas. O que faz como natural a construção

de intervalos de confiança e de testes de hipóteses que visem melhorar a incerteza a respeito a

qualidade do modelo.

No entanto, a questão inferencial não aparenta ser um assunto encerrado na literatura,

admitindo diferentes estimadores em regiões do espaço paramétrico. Mais precisamente, para o

espaço onde ρ2 = 0, tratado em Weatherburn (1949), indicando que R2 segue distribuição Beta

com parâmetros k
2

e n−k−1
2

. E, de forma complementar da abordada por Weatherburn (1949),

Cramer (1987) explorou a região de ρ2 6= 0, a partir da distribuição exata, disponível em 1.5.

A partir de um estudo de simulação, Ohtani e Tanizaki (2004) apontaram intervalos de

confiança para ρ2 são largos em regiões do espaço paramétrico. Essa situação estimula a inser-

ção de novos estimadores, de modo a aperfeiçoar as inferências e permitir tomadas de decisão

mais precisas em relação a qualidade do modelo. Sendo a qualidade de ajuste fundamental em

diversas áreas do conhecimento como química, alimentos e ciência e tecnologia, permitindo o

desenvolvimento e a otimização de produtos e processos (GRANATO; CALADO, 2014).

Sendo assim, este trabalho tem por objetivo estudar empiricamente a estimação inter-

valar de ρ2 a partir de cinco estimadores paramétricos. Sendo dois deles apresentados pela

literatura e três propostos nesse trabalho. Para isso, as medidas de acurácia, precisão e um ín-

dice de desempenho serão computadas em cenários estabelecidos pela simulação, permitindo a

recomendação dos estimadores com melhor desempenho.

Posteriormente, a estimação intervalar da qualidade de ajuste de um modelo de regressão

será ilustrada em um experimento sensorial, relativo a durabilidade da vida pós colheita de

bananas do tipo maçã expostas ao 1-metilciclopropeno. Possibilitando, desta forma, a escolha

de um período de exposição ao produto que resulte, em média, a maior durabilidade do fruto

nas prateleiras de supermercado.
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2 MATERIAL E MÉTODOS

2.1 ESTIMADORES INTERVALARES UTILIZADOS E PROPOSTOS

Inicialmente, optou-se pela utilização de dois estimadores já fundamentados na litera-

tura. O primeiro estimador foi denominado como W e esteve associado a distribuição analisada

por Weatherburn (1949) e Foster, Smith e Whaley (1997). O segundo estimador considerado foi

baseado na distribuição exata do coeficiente de determinação, tratado em Cramer (1987). Este

último foi denominado como E∗ 1.

Em conjunto aos apontados anteriormente, foram considerados três estimadores base-

ados na distribuição de probabilidade Beta. Tal proposta foi fundamentada pela condição de

Cramer (1987) de que assim como o valor esperado do coeficiente converge para ρ2, há indí-

cios de que o mesmo ocorra para a mediana e moda. Desta forma, reparametrizou-se por três

formas a distribuição Beta, onde em duas delas a parametrização foi atribuída ao parâmetro a

da distribuição de W .

Para justificar a reparametrização de a é necessário lembrar que ambos parâmetros da

Beta dão forma a distribuição, com as seguintes características apontadas por Owen (2008): a)

a distribuição torna-se assimétrica à esquerda a medida em que o parâmetro b é maior que a e o

contrário acontece quando b é menor que a; e b) quando a > 1 e b > 1 a distribuição é unimodal

e quando a = b = 1 tem-se um caso particular da distribuição uniforme.

No caso de W , tem-se que a = k
2

e b = n−k−1
2

, resultando em uma distribuição assimé-

trica à esquerda sempre que k < n−1
2

, pois b > a. E essa condição sempre será verificada, pois

a literatura recomenda n � k, justificando a proposta de W para a inferência em ρ2 = 0. Por

outro lado, indica uma maior probabilidade de um modelo qualquer ter qualidade baixa, e essa

situação só será modificada com o aumento de k, o que pode não ser interessante.

De modo a estender essa condição, foi necessário a reparametrização de a em W , pos-

sibilitando o deslocamento da assimetria da distribuição e removendo o fato da necessidade do

acréscimo de número de covariáveis para o aumento da qualidade do modelo. Esses estimadores

estão apresentados nas seções 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3.

1Adotou-se como E∗ em função de que E é comumente associado ao operador de esperanças.
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2.1.1 Estimador M1

Para a proposta do estimador M1, será considerado a existência da moda da distribuição

Beta, fazendo com que os parâmetros a > 1 e b > 1. Sendo X uma variável aleatória com

distribuição de probabilidade Beta, tem-se que a moda de X é dada por:

Mo(X) =
a− 1

a+ b− 2
,

assumindo ρ2 = Mo(X):

ρ2 =
a− 1

a+ b− 2
,

A partir disso, o parâmetro a foi isolado da seguinte forma:

a =
bρ2 − 2ρ2 + 1

1− ρ2
.

Mantendo o parâmetro b dado pela distribuição de W e reparametrizando a, tem-se que a distri-

buição do estimador M1 é dada por:

R2
M1 ∼ Beta

(
bρ2 − 2ρ2 + 1

1− ρ2
,
n− k − 1

2

)
. (2.1)

em que (1− ρ2) 6= 0. Essa distribuição será unimodal se bρ2−2ρ2+1
1−ρ2 > 1 e n−k−1

2
> 1. Para isso

n > k + 3. De modo a ilustrar o comportamento da distribuição, a Figura 4 denota o cenário

onde n = 20, k = 1 e ρ2 ∈ {0,1; 0,5; 0,9}.
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Figura 4 – Comportamento da distribuição de M1 considerando n = 20, k = 1 e ρ2 ∈ {0,1; 0,5; 0,9}

Fonte: Do autor.

Note que a moda da distribuição aproxima-se do valor paramétrico fixado de ρ2. Por

fim, dada a condição de que em modelos de regressão a quantidade ρ2 é desconhecida, este será

substituído pela estimativa pontual, ou seja, R2. Desta forma o intervalo conforme M1 será

dado por M1 = [q1; q2], sendo q1 o quantil superior 1 − α
2

e q2 o quantil α
2

da distribuição beta

parametrizada em 2.1.1.

2.1.2 Estimador M2

O estimador M2 foi proposto assumindo ρ2 como a média da distribuição Beta. Consi-

derando X uma variável aleatória com distribuição Beta, tem-se que a média é dada por:

E[X] =
a

a+ b
,

sob restrição de que a+ b 6= 0. Atribuindo ρ2 = E[X] e isolando o parâmetro a, tem-se que:

a =
−bρ2

ρ2 − 1
,
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na restrição de que ρ2 − 1 6= 0. Então, a distribuição do estimador M2 será dada por:

R2
M2 ∼ Beta

(
−bρ2

ρ2 − 1
,
n− k − 1

2

)
.

Para a existência da distribuição deste estimador, é necessário que os parâmetros sejam

maiores que zero. E como consequência deste fato, n > k + 1. A Figura 5 ilustra o comporta-

mento da distribuição considerando n = 20, k = 1 e ρ2 ∈ {0,1; 0,5; 0.9}.

Figura 5 – Comportamento da distribuição de M2 considerando n = 20, k = 1 e ρ2 ∈ {0,1; 0,5; 0,9}

Fonte: Do autor.

Novamente, em função de ρ2 ser desconhecido, este foi substituído pelo valor estimado

R2. O intervalo conforme M2 será dado por M2 = [q1; q2], sendo q1 o quantil superior 1− α
2

e

q2 o quantil α
2

da distribuição beta parametrizada em 2.1.2.

2.1.3 Estimador P ∗

O último estimador considerado por este trabalho foi denominado P ∗ 2, relacionando

a esperança da soma de quadrados da regressão e soma de quadrados dos erros. Para essa

2Adotou-se como P ∗ em função de que a letra P é comumente associada à probabilidade.
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proposta, supõem-se que a qualidade de ajuste de um modelo não dependa do número de cova-

riáveis, alterando os dois parâmetros da distribuição do estimador W . Como apontado anterior-

mente, R2 é calculado pela razão entre SQR e SQT. Então, o parâmetro a foi reparametrizado

da seguinte forma:

ρ2 =
E(SQR)

E(SQR + SQE)
=

k

k + (n− k)
=
k

n
.

Assumindo que o parâmetro a = k, pode-se escrever a = nρ2. Por outro lado, atribuindo b como

a E(SQE), então:

b = E(SQE) = n− a.

Por consequência: b = n− nρ2. Assim, a distribuição do estimador P ∗ será dada por:

R2 ∼ Beta
(
ρ2n, n− nρ2

)
. (2.2)

Sob a condição de existência da distribuição ρ2n > 0 e n − nρ2 > 0. Dada as caracte-

rísticas, a Figura 7 ilustra o comportamento da distribuição para n = 20 e ρ2 ∈ {0,1; 0,5; 0,9}.

Figura 6 – Comportamento da distribuição de P ∗ considerando n = 20 e ρ2 ∈ {0,1; 0,5; 0,9}

Fonte: Do autor.
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Novamente, em função do desconhecimento de ρ2, este será substituído pela estimativa

pontual R2. O intervalo conforme P ∗ será dado por P ∗ = [q1; q2], sendo q1 o quantil superior

1− α
2

e q2 o quantil α
2

da distribuição beta parametrizada em 2.1.3.

2.2 GERAÇÃO DOS DADOS E CENÁRIOS AVALIADOS

Para este estudo foram gerados mil valores aleatórios de R2 para analisar modelos de

regressão com até oito covariáveis. Considerou-se este número limite de covariáveis pois são os

mais usuais na literatura. A simulação foi realizada combinando valores de n, k e ρ2 e tomando

o operador de esperanças das distribuições χ2 a partir da Equação 1.1. A forma de amostragem

foi dada pelo Algoritmo 1:

Algoritmo 1 Passos para a simulação de R2

1: Fixar um valor de ρ2 ∈ {0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6;0,7; 0,8; 0,9}.
2: Fixar um tamanho amostral, definido por n ∈ {15, 50, 100}.
3: Calcular o parâmetro de não centralidade λ, dado por: λ = n

(
ρ2

1−ρ2

)
.

4: Fixar o número de covariáveis k ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
5: Sortear um valor da distribuição χ2

{λ,k} e um valor da distribuição χ2
{0,n−k} que correspon-

dem a distribuição de SQR e SQT, respectivamente, conforme 1.3 e 1.4.
6: Tomar a esperança por meio da Equação 1.1. Sendo este resultado o valor esperado de uma

realização das combinações de n, k e λ analisados.

A partir disso, comparou-se o padrão dos valores amostrados com os cenários estabele-

cidos em Cramer (1987). A Figura 7 apresenta um cenário simulado considerando k = 2, ρ2 =

0 e n ∈ {15, 50, 100}.

Com a simulação de valores amostrais, analisou-se o desempenho dos estimadores in-

tervalares a um nível de significância α = 0,05 com base nas distribuições apresentadas na seção

2.1. As taxas de acurácia e as precisões de cada estimador foram avaliadas. De modo que a pre-

cisão foi definida como o complementar da média de comprimento dos intervalos construídos.
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Figura 7 – Histogramas das amostras de R2 para diferentes combinações de n. Sendo (a): n = 15,
(b): n = 50 e (c): n = 100

(a)

(b)

(c)

Fonte: Do autor.
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2.3 ÍNDICE DE DESEMPENHO DE ESTIMAÇÃO INTERVALAR (τα)

Devido a dificuldade na escolha do estimador que gere intervalos de confiança com

maior qualidade, optou-se pela elaboração de um índice. Esse índice resulta da combinação

entre a taxa de acurácia e o tamanho médio dos intervalos gerados em cada cenário analisado.

O índice foi proposto da seguinte forma:

τα,i =

(
A(i)

Max(Aω)

)
p1 +

(
Min(Mω)

M(i)

)
(1− p1), i = 1, 2, 3, 4, 5.

onde A(i) e M(i) corresponde a taxa de acurácia e a média do comprimento dos intervalos do

estimador i, respectivamente. Max(Aω) corresponde à acurácia máxima dentre os estimadores

analisados e, Min(Mω) representa o valor mínimo de comprimento médio dos intervalos no

cenário analisado.

O índice é ponderado por p1 e 1 − p1, correspondendo ao peso atribuído à acurácia e

precisão, respectivamente, sendo p1 + (1 − p1) = 1. Assim, o pesquisador pode optar pela

penalização da medida de maior interesse. Entretanto, entende-se que essa penalização não

é trivial, pois há contextos onde a acurácia pode ser de maior interesse que a precisão, por

exemplo.

Devido ao contexto deste trabalho, atribuiu-se p1 = 0.5, pois entende-se que no contexto

de avaliação dos estimadores, as taxas de acurácia a os tamanhos médios são de grande impor-

tância e trazem informação, não sendo possível definir se uma delas deve ser mais penalizada.

Note que o índice é definido no espaço entre zero e um. Então, um estimador rece-

berá um τα = 1 se, e somente se, este possuir a maior taxa de acurácia e a menor média de

comprimento dos intervalos. E, os demais, serão ranqueados conforme a qualidade do melhor

estimador no cenário analisado.

Após a simulação das amostras de R2 descritas na seção 2.2, foram computados os

intervalos de confiança para os estimadores W , E∗, M2, M1, P ∗, bem como a acurácia, o

comprimento médio e o índice de qualidade.

Portanto, este trabalho relaciona estudos que abordaram estimadores sobre o coeficiente

de determinação com uma abordagem de avaliação computacional de intervalos de confiança,

como apresentado na Figura 8.
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Figura 8 – Diagrama com os principais estudos que analisaram distribuições para o coeficiente de
determinação ou que avaliaram computacionalmente intervalos de confiança

Fonte: Do autor.

Como forma de interpretação da Figura 8, este trabalho engloba a distribuição de We-

atherburn (1949) que foi ampliada por Foster, Smith e Whaley (1997) e aplicada por Quinino,

Reis e Bessegato (2011). Além de utilizar a distribuição exata apresentada por Cramer (1987),

também discutida por Ohtani (1994) e Ohtani, Tanizaki (2004). E, por fim, no contexto de

simulação computacional, foram utilizadas das formas de avaliação de estimadores intervala-

res trabalhadas em Scacabarozi e Diniz (2007), Carari et al. (2010), Shawiesh, Banik e Kibria

(2011) e Butturi-Gomes, Beijo e Avelar (2018).

2.4 APLICAÇÃO: DURABILIDADE PÓS COLHEITA DE BANANAS DO TIPO MAÇÃ

Neste estudo, serão utilizados dados provenientes do experimento realizado por Pinheiro

(2007) no Departamento de Ciências dos Alimentos da Universidade Federal de Lavras. O ex-

perimento analisou a conservação de bananas do tipo maçã aplicando técnicas que prolonguem

a vida pós colheita dos frutos, conservando seus atributos. Uma das metodologias utilizadas
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no estudo foi a aplicação do 1-Metilciclopropeno (1-MCP), que é um produto utilizado para o

prolongamento pós colheita e para a estabilidade de vida de vegetais.

Frutos completamente verdes foram colhidos na cidade de Lavras/MG e transportados

para o Laboratório de Fisiologia da Universidade um dia após a colheita. Após isso, foram

separados em buquês contendo 4 frutos cada. Em seguida, os buquês foram inseridos em caixas

de isopor de 100 litros onde a aplicação de 1-MCP na concentração de 50nLL−1 na formulação

em pó com 0,14% de ingrediente ativo foi realizada.

Os buquês ficaram expostos ao 1-MCP pelo período de 0, 6, 9, 12 ou 24 horas. Após

a exposição, eles foram removidos e armazenados sob temperatura ambiente de 25◦C. O ex-

perimento contou com 200 observações, das quais foram analisadas as seguintes variáveis: a)

dias G7: Número de dias transcorridos onde os frutos alcançaram o grau máximo de amadure-

cimento, ou seja, bananas amarelas com manchas marrons, em cada período de exposição; e b)

1-MCP: Tempo de exposição dos frutos ao 1-MCP (em horas).



44

3 RESULTADOS E DISCUSSÃO

3.1 AVALIAÇÃO E COMPARAÇÃO DOS ESTIMADORES

Nas seções 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 estão apresentados os resultados referentes a avaliação

dos estimadores nos cenários definidos na seção 2. Para uma melhor discussão, foram exibidos

inicialmente os gráficos relativos as taxas de acurácia, precisões e, por fim, os índices de quali-

dade. Ressalta-se que os resultados dos estimadores W e E∗ estão apresentados nas cores azul

e vermelho, possibilitando melhores comparações em relação aos propostos por este trabalho.

3.1.1 Taxas de acurácia

Considerando o modelo de regressão linear simples com quinze observações, apresen-

tado na Figura 9, tem-se que somente o estimador W apresentou acurácia superior a 80% no

cenário onde ρ2 = 0, sendo diferente dos demais que apresentaram acurácia próxima a zero. A

partir de ρ2 ≥ 0,1, os demais estimadores elevaram a acurácia de seus intervalos, superando a

taxa de 80% no espaço de ρ2 ≥ 0,5. Houve também uma queda repentina da acurácia de W na

região de ρ2 = 0,3, atingindo um nível inferior a 60%.

Mantendo o modelo linear simples e aumentando o número de observações para 50, a

Figura 10 aponta uma melhoria nas taxas de acurácia de todos os estimadores analisados no

espaço ρ2 > 0,1. Todos os intervalos gerados por cada estimador contiveram o real valor do

parâmetro em, no mínimo, 70% das vezes. Na região de ρ2 = 0, somente o estimadorW manteve

taxa de acurácia superior a 90% e os demais apresentaram uma taxa próxima a zero.

Com o acréscimo do número de observações no modelo linear simples para cem, tem-

se que os estimadores mantiveram taxa de acurácia superior a 70% na região de ρ2 ≥ 0,1, o

que pode ser verificado na Figura 11. Ressalta-se que o estimador W manteve a maior acu-

rácia em grande parte deste cenário, apresentado maiores taxas de acurácia no espaço ρ2 ∈

{0; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6}. Neste cenário, notou-se novamente uma queda da acurácia de W ,

porém na proximidade de ρ2 = 0,1.

Para o modelo de regressão linear simples analisado anteriormente, houve uma melhoria
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Figura 9 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 10 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 50

Fonte: Do autor.

das taxas de acurácia de todos os estimadores com o aumento do tamanho amostral. Entretanto,

os estimadores, com exceção de W , apresentaram taxas de acurácia próximas a zero no espaço

onde ρ2 = 0. É importante destacar que os estimadores P ∗ e W superaram os demais na região
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Figura 11 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 100

Fonte: Do autor.

de ρ2 ≥ 0,7, ou seja, nos modelos com alta explicação do fenômeno.

A Figura 12 indica o cenário de um modelo com oito covariáveis e quinze observações.

Neste cenário, houve um domínio das taxas de acurácia de W em todo o espaço. Os demais

estimadores apresentaram novamente baixa taxa em ρ2 = 0. Mas, os estimadores M1, M2 e

P ∗ aumentaram esta na medida em que o valor de ρ2 aumentou, com destaque para P ∗ que

aproximou-se de W em ρ2 = 0,9. Por outro lado, houve uma taxa de acurácia inferior a 10%

pelo estimador E∗ em todo espaço.

Com o aumento do tamanho amostral para cinquenta no modelo com oito covariáveis,

houve uma melhoria das taxas de acurácia de todos os estimadores. Neste cenário, W no-

vamente manteve certo domínio em relação aos demais. Entretanto, P ∗ apresentou taxas de

acurácia próximas a W na região de ρ2 ≥ 0,9.

Considerando o modelo com cem observações e oito covariáveis, com resultado ex-

presso na Figura 14, verificou-se a melhora do estimador E∗, aproximando-se dos demais esti-

madores. Novamente, houve um domínio da taxa de acurácia de W em grande parte do espaço,

igualando-se a P ∗ no cenário de alto ρ2.

Neste sentido, é notória a melhoria na acurácia dos estimadores a medida em que n

cresce na região de ρ2 ≥ 0,1. Essa condição assintótica indica certa consistência dos estimado-
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Figura 12 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 8 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 13 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 8 e n = 50

Fonte: Do autor.

res analisados, aumentando a probabilidade de conter o real parâmetro.

No cenário onde ρ2 = 0, os estimadoresM2,M1, P ∗ eE∗, tiveram baixa taxa de acurácia,

condição esta que não melhorou com o aumento do tamanho amostral. Neste cenário, a baixa
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Figura 14 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 8 e n = 100

Fonte: Do autor.

acurácia do estimador E∗ pode ser justificada pela sua definição, de que a distribuição exata

considera o cenário onde β 6= 0, ou seja, ρ2 6= 0. E, por outro lado, a alta acurácia de W

também é justificada pela sua própria definição, baseada na condição de que ρ2 = 0.

Além disso, notou-se uma situação de queda na acurácia do estimador W nas proximi-

dades de ρ2 = 0,3 em grande parte dos cenários avaliados. Há princípio não há uma justificativa

para este fenômeno, abrindo a possibilidade de uma exploração computacional em mais pontos

de ρ2 na localidade.

Dada essas condições, os demais cenários encontram-se no Apêndice 5 e apresentaram

comportamento similar aos tratados anteriormente. Dando continuidade à análise dos estima-

dores, a próxima seção apresenta o nível de precisão dos intervalos gerados. Como apontado,

pode-se objetivar intervalos de menor comprimento e, consequentemente, maior precisão, au-

mentando o nível de informação a respeito do real valor do parâmetro analisado.
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3.1.2 Níveis de precisão

A Figura 15 expressa a precisão dos intervalos computados para o modelo linear simples

com quinze observações, ou seja, k = 1 e n = 15. Para este cenário,W apresentou maior precisão

em ρ2 = 0. Entretanto, este perdeu precisão a medida em que ρ2 aproximou-se de 1, reduzindo

o nível de informação. Os demais estimadores apresentaram baixa precisão em ρ2 = 0. Porém,

houve um aumento da precisão a medida em que o valor de ρ2 cresceu. Na região de ρ2 > 0,8,

o estimador E∗ apresentou a maior precisão quando comparado aos demais.

Figura 15 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 15

Fonte: Do autor.

Elevando o tamanho amostral do modelo linear simples para cinquenta observações, ou

seja, k = 1 e n = 50, verificou-se na Figura 16 que o nível de informação dos intervalos gerados

em W é comprimido na região de ρ2 superior a 0,2. Em ρ2 = 0, ocorreu uma melhoria na

precisão dos estimadores M2 e E∗, aproximando da precisão de W .

Expandindo o número de observações do modelo linear simples para cem, ou seja k =

1 e n = 100, tem-se que W apresentou uma precisão superior a 0,8 em ρ2 = 0. Os estimadores

E∗ e M1 aproximaram de W em ρ2 = 0, e foram os mais bem comportados em todo o espaço.

Além disso, P ∗ e M2 perderam precisão no cenário superior a 0,7, o que pode ser verificado na

Figura 17.
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Figura 16 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 17 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 100

Fonte: Do autor.

Estendendo o grau do modelo para oito covariáveis e quinze observações, verificou-se

por meio da Figura 18 que a precisão de W foi inferior a 0,3 em todo o espaço. Os demais

estimadores aumentaram a precisão dos intervalos a medida em que o valor do coeficiente au-
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mentou. Destaca-se neste cenário o comportamento do estimador E∗, com maior precisão em

todo o espaço.

Figura 18 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 8 e n = 15

Fonte: Do autor.

Com o aumento do número de observações do modelo com oito covariáveis para cin-

quenta, houve melhoria na precisão dos intervalos gerados pelos estimadores E∗ e M1, apre-

sentados na Figura 19. Nesse cenário, W reduziu sua precisão após ρ2 = 0, atingindo precisão

inferior a 20%.

A estabilidade do comprimento médio dos intervalos construídos pelos estimadores E∗

e M1 com o aumento do tamanho amostral foi verificada novamente com a ampliação do nú-

mero de observações para cem no modelo com oito covariáveis, apresentados na Figura 20. W

novamente perdeu o nível de informação a medida em que o valor de ρ2 aproximou-se de 1.

Considerando os cenários analisados, pode-se notar que a boa acurácia não implica dire-

tamente em um bom nível de informação. Esse fato pode ser exemplificado pelo estimador W ,

que apresentou um elevado nível de acurácia mas com pouca precisão em certos cenários, sendo

plausível apenas na região em que ρ2 = 0. Os estimadores E∗ e M1 apresentaram uma precisão

mais equilibrada com o aumento do tamanho amostral, fato que também pode ser verificado nos

demais cenários expressos no Apêndice 5.

Com essa problemática, a proposta do índice de desempenho de estimação intervalar
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Figura 19 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 8 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 20 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 8 e n = 100

Fonte: Do autor.

pode ser útil para a análise conjunta da acurácia e da precisão em cada cenário. Essa situação

possibilitou a escolha de um estimador com maior informação dentre os demais. A Seção

3.1.3 apresenta os índices computados para os cenários anteriores e dispõe dos demais cenários
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avaliados no Apêndice 5.

3.1.3 Índices de desempenho de estimação intervalar

Como apontado na seção 2, o índice atuou como uma ponderação entre a precisão e

a taxa de acurácia em cada cenário avaliado, possibilitando a escolha de um estimador mais

adequado.

Iniciando novamente com o modelo de regressão linear simples com quinze observa-

ções, verificou-se na Figura 21 que W possuiu um maior nível de qualidade dentre os demais

estimadores no cenário de ρ2 ∈ {0; 0,1; 0,2}. Porém este perdeu qualidade a medida em que

o valor de ρ2 aumentou. Os estimadores E∗ e M1 possuíram baixa qualidade na região de ρ2

= 0, mas ganharam qualidade na região superior a 0,1. Em ρ2 > 0,7, os estimadores E∗ e M2

apresentaram melhor qualidade, com índices muito próximos, sendo indicados nesse cenário.

Apesar disso, notou-se também que nenhum estimador analisado recebeu um índice de

desempenho máximo na região de ρ2 ≥ 0,3. Isso indicou que o estimador que obteve a melhor

qualidade dentre os demais não possuiu a melhor taxa de acurácia e o menor comprimento

médio.

Com o aumento do tamanho amostral do modelo linear simples para cinquenta obser-

vações, W perdeu qualidade conforme ρ2 aumentou. Os estimadores M2 e E∗ apresentaram

comportamento similar ao anteriormente relatado, melhorando a qualidade na região de ele-

vado coeficiente. Os estimadores P ∗ e M1 ganharam qualidade até a região de ρ2 = 0,5 e foram

penalizados na região de elevado coeficiente, expresso na Figura 22. Nesse cenário, somente

W recebeu um índice máximo em ρ2 = 0, ou seja, nas demais regiões os estimadores de melhor

qualidade não obtiveram a melhor acurácia e o menor comprimento médio.

Com o aumento da informação dado pelo tamanho amostral para cem observações, o

comportamento anterior foi reforçado. Os estimadores E∗ e M2 ganharam qualidade na região

de elevado coeficiente, mas apresentaram baixa qualidade na região oposta. Entretanto, o es-

timador W exprimiu indícios de utilidade no cenário onde ρ2 = 0. Ressalta-se que a perca de

qualidade nos intervalos M1 e P ∗ na região de ρ2 > 0,7 pode não ser interessante, dado que

muitas vezes objetiva-se realizar intervalos nesta região, fato ilustrado na Figura 23.

Elevando o número de covariáveis do modelo para k = 8 com um tamanho amostral
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Figura 21 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 1 e
n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 22 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 1 e
n = 50

Fonte: Do autor.

pequeno de quinze observações, não muito usual na literatura pelo baixo grau de liberdade para

a estimação dos parâmetros, obteve-se os seguintes índices apresentados na Figura 24. Nesse
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Figura 23 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 1 e
n = 100

Fonte: Do autor.

cenário, W perdeu novamente a qualidade conforme ρ2 aumentou e os demais estimadores

possuíram comportamento similar. Além disso, os índices foram inferiores a 0,8 e nenhum

estimador recebeu um índice máximo.

Mantendo fixo o número de covariáveis em oito e aumentando o tamanho amostral n

para 50, constatou-se por meio da Figura 25 que houve uma melhoria da qualidade dos esti-

madores M1, M2, P ∗ e E∗ em relação ao cenário tratado anteriormente. Na região de ρ2 = 0,8

e ρ2 = 0,9, o estimador M2 superou os demais, com maior taxa de acurácia e menor média de

comprimento dos intervalos.

Considerando o aumento do tamanho amostral para n = 100 e k = 8, novamente notou-se

a melhora na qualidade do estimador E∗, apresentado na Figura 26. O estimador M2 possuiu da

maior qualidade nos cenários de ρ2 > 0,7, comportamento contrário ao de M1 e P ∗, que perde-

ram qualidade nessa região. Ressalta-se que os demais cenários simulados estão disponíveis no

Apêndice 5. Esses resultados mostraram que os estimadores M2 e E∗ melhoraram a qualidade

a medida em que aumentou-se o tamanho amostral na região de ρ2 superior a 0,7.

Com as medidas adotadas por este trabalho para a análise da qualidade dos estimadores

intervalares, recomenda-se a utilização do estimador W para o cenário de nulidade do coefici-

ente de determinação, ou seja, ρ2 = 0. Essa recomendação foi possível pelo fato de que este
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Figura 24 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 8 e
n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 25 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 8 e
n = 50

Fonte: Do autor.

apresentou o melhor índice de desempenho em todos os cenários avaliados, com as maiores

taxas de acurácia e maior precisão dos intervalos gerados em 54,16% das vezes. O desempenho
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Figura 26 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 8 e
n = 100

Fonte: Do autor.

deste estimador em ρ2 = 0 pode ser esperado na literatura, dado que este foi proposto sob tal

condição.

Para o espaço de 0,1 ≤ ρ2 ≤ 0,5, o estimador M1 apresentou um comportamento satis-

fatório, com índices que ampliaram-se com o aumento do tamanho amostral. Como exemplo

deste fato, em tamanhos amostrais iguais a 100, este estimador obteve senão o melhor, índice

superior a 0,8 em relação ao estimador recomendado do cenário. Tal circunstância leva a reco-

mendação deste.

Na região de 0,5 < ρ2 ≤ 0,9, recomenda-se a construção de intervalos de confiança

pelos estimadores M2 ou E∗. Estes apresentaram índices de qualidade que desenvolveram-se

com o aumento do tamanho amostral, principalmente na região onde ρ2 ≥ 0,7, fato que não

ocorreu com os estimadores P ∗ e M1. É válido ressaltar que em grande parte dos cenários

analisados, nenhum estimador recebeu um índice de desempenho máximo. As exceções deste

contexto foram dadas apenas em ρ2 = 0.

Tendo em vista a análise da qualidade de ajuste do experimento relacionado ao prolon-

gamento de vida pós colheita de bananas, observou-se o seguinte comportamento da variável

Dias G7, apresentado na Figura 27.
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Figura 27 – Dias transcorridos até o alcance máximo de amadurecimento em relação ao período de
exposição ao 1-MCP

Fonte: Do autor.

Note na Figura 27 que os frutos expostos ao 1-MCP por 0 horas atingiram o grau máximo

de amadurecimento em uma média de 10,9 dias. Por outro lado, os frutos expostos ao 1-MCP

por 24 horas atingiram amadurecimento máximo em uma média de 25,35 dias.

Dada a situação, dois modelos de regressão foram ajustados com o objetivo de analisar

o efeito do tempo de exposição ao 1-MCP no número de dias para o alcance máximo de ama-

durecimento. O modelo linear foi o primeiro a ser considerado, com resultados apresentados na

Tabela 1.

Tabela 1 – Coeficientes estimados para a análise do efeito de exposição ao 1-MCP no número de
dias transcorridos para o alcance máximo de amadurecimento das bananas

Preditor Estimativa Erro Padrão Pr > |t|
Intercepto 11,80 0,3822 < 0,01

1-MCP 0,637 0,0290 < 0,01

Fonte: Do autor.

Analisando os resultados apresentados na Tabela 1, observa-se que a exposição ao 1-

MCP tem efeito positivo e significativo no número de dias, ou seja, bananas expostas ao 1-MCP
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tendem a apresentar maior vida de prateleira quando comparadas as não expostas. O modelo

linear apresentou um R2 = 0,6981, indicando que o modelo explica aproximadamente 69,8%

da variação da variável resposta.

Posteriormente, o modelo quadrático foi o segundo a ser considerado, analisando o

efeito do tempo de exposição e do tempo de exposição ao quadrado no número de dias para

o alcance do amadurecimento máximo, com estimativas apresentadas na Tabela 2. O modelo

quadrático apresentou de um R2 = 0,7461. Como forma de ilustração, a Figura 28 denota o

comportamento dos dois modelos considerados.

Tabela 2 – Coeficientes estimados para o modelo quadrático, analisando o efeito de exposição ao
1-MCP no número de dias transcorridos para o alcance máximo de amadurecimento de
bananas

Preditor Estimativa Erro Padrão Pr > |t|
Intercepto 9,957 0,463 < 0,01

1-MCP 1,158 0,089 < 0,01
1-MCP2 -0,020 0,003 < 0,01

Fonte: Do autor.

Figura 28 – Modelos ajustados ao experimento relativo ao amadurecimento de bananas do tipo
maçã

Fonte: Do autor.
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Após o cálculo de R2 nos modelos, os seguinte cenários foram simulados: i) k = 1, n

= 200 e ρ2 = 0, 6981 e ii) k = 2, n = 200 e ρ2 = 0,7461, que correspondem ao modelo linear

e quadrático, respectivamente. Considerando ambos cenários, tem-se que M2 com o melhor

desempenho conforme o índice (τα,i), com os seguintes limites de confiança para o modelo

linear:

IC(ρ2, 95%) = [0,6473 - 0,7465],

e para o modelo quadrático:

IC(ρ2, 95%) = [0,7016 - 0,7881].

A partir da construção dos intervalos para a qualidade de ajuste, pode-se notar que es-

tes apresentaram interseção, não admitindo evidências de que os modelos tenham qualidades

diferentes. Desta forma, pode-se optar pelo modelo mais parcimonioso, ou seja, o linear, ou

considerar mais um critério disponível na literatura que possibilite a tomada de decisão. É vá-

lido ressaltar que o estimador utilizado para a construção dos intervalos em ambos cenários

também foi o recomendado pela simulação realizada neste trabalho.
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4 CONCLUSÃO

Considerando a questão de que a qualidade de ajuste de modelos é um dos grandes

pontos da modelagem estatística, pode-se notar que mesmo com a popularidade do uso do R2,

esta apresenta problemas e recomendações que devem ser considerados. A questão inferencial

possibilita a tomada de decisão acerca da qualidade do modelo utilizado, a partir do momento

em que trata-se R2 como uma estatística que estima o parâmetro ρ2.

A literatura estatística oferece dois estimadores paramétricos que foram explorados em

duas regiões do espaço de ρ2 de forma complementar. Fato que possibilita a exploração do

comportamento destes estimadores sob todo o espaço paramétrico e estimula o inserção de

novos estimadores à literatura.

Considerando os estimadores W e E∗, notou-se que W apresentou o melhor desempe-

nho na região na qual foi proposto mas perdeu qualidade do espaço paramétrico complementar.

Por outro lado E∗ possuiu um comportamento satisfatório, mas não apresentou a melhor quali-

dade em todo o espaço no qual foi construído.

Em relação aos estimadores propostos, notou-se que a reparametrização de um dos esti-

madores possibilitou a melhoria da acurácia e da respectiva qualidade dos intervalos construídos

em alguns cenários. Como exemplo, tem-se o estimador M2, que apresentou uma qualidade ra-

zoável, aproximando-se da qualidade de E∗, com uma forma algébrica mais simples.

No processo de análise de todos os estimadores, não houve um predomínio da qualidade

de um estimador em todo o espaço nos cenários simulados. Fato que incentivou a recomendar

o de melhor qualidade em três regiões do espaço, sob a condição de que o tamanho amostral

do modelo seja elevado. A importância de um tamanho amostral suficientemente grande iden-

tificada, retoma aos resultados analisados por Cramer (1987) da necessidade de pelo menos

cinquenta observações para o cálculo do coeficiente, melhorando a taxa de acurácia e a precisão

dos intervalos construídos.

Por fim, a utilização dos estimadores em um caso aplicado a um experimento apontou

que a qualidade do modelo pode ser analisada por meio de um intervalo de confiança para ρ2,

dado que estes comumente compreendem de um reduzido tamanho amostral. Como consequên-

cia, foi possível também a seleção de um modelo mais parcimonioso.
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CAPÍTULO 3 - O PACOTE ICR2: INTERVALOS DE CONFIANÇA PARA O COEFI-

CIENTE DE DETERMINAÇÃO
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Resumo

Com a extensa utilização de medidas de qualidade de ajuste em regressão, nota-se que o

coeficiente de determinação (R2) tem sido utilizado em grande parte dos estudos aplicados. Es-

tudos estatísticos apontaram que este possui algumas fragilidades, mas possibilita uma análise

e interpretação da qualidade do modelo proposto. Dado esse contexto, estudos buscam a reali-

zação de inferências acerca da qualidade populacional de um modelo (ρ2) que é estimada pelo

coeficiente de determinação amostral (R2). Na literatura, há diferentes estimadores que podem

ser utilizados para a construção de intervalos de confiança para ρ2, com diferentes recomen-

dações em regiões do espaço paramétrico. Com isso, este trabalho tem por objetivo propor e

apresentar o pacote ICR2, desenvolvido em linguagem R, que possibilita a construção de inter-

valos de confiança para a qualidade de ajuste de modelos de regressão que detenham de melhor

qualidade de estimação para o cenário do usuário. Como forma de ilustração, será apresentado

e discutido um exemplo analisando o efeito da idade de matrizes no crescimento de progênies

durante os sete dias iniciais após o nascimento.

Palavras-Chave: Estimação Intervalar; R; Regressão.
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1 INTRODUÇÃO

A extensa utilização do coeficiente de determinação (R2) para a análise de qualidade

de ajuste de modelos de regressão possibilitou a exploração de suas principais características

e problemas pela literatura estatística, como visto em Bucchianico (2014) e Quinino Reis e

Bessegato (2012).

Esse contexto possibilitou a inserção do coeficiente de determinação ajustado R2
a, atu-

ando como um penalizador de R2 conforme o número de covariáveis compreendidas pelo mo-

delo. Essa penalização pode fazer com que o R2
a exceda o espaço paramétrico de R2, perdendo

a facilidade de interpretação como a proporção da variabilidade da variável resposta explicada

pelo modelo. No entanto, R2
a também é aceito e empregado pela literatura científica.

Mesmo com as particularidades, estudos acerca de R2 buscam a ampliação deste para

a análise de qualidade de modelos lineares generalizados e modelos mistos em Piepho (2019)

e Zhang (2017). E, por outro lado, estudos destinam-se a realizar inferências acerca da quali-

dade do modelo, tratando R2 como um estimador pontual de ρ2, baseado na distribuição Beta,

fazendo com que ρ2 seja um parâmetro respectivo a qualidade populacional do modelo.

A forma inferencial em respeito a ρ2 é disposta por dois estimadores que atuam de forma

complementar no espaço paramétrico de ρ2, isto é, ρ2 = 0 e ρ2 6= 0, W e E∗, respectivamente.

Esses dois estimadores foram propostos em Weatherburn (1949) e Cramer (1987), mas podem

gerar intervalos largos e com baixa acurácia nos cenários que ultrapassem a região onde esses

estimadores foram propostos.

Essa perspectiva proporciona a implantação de novos estimadores que possam aprimorar

a decisão acerca da qualidade de um modelo. Com isso, três estimadores foram propostos

no Capítulo 2, baseados na moda (M1), média (M2) e esperança da soma de quadrados da

regressão (P ∗). Posteriormente, os cinco estimadores foram avaliados de forma computacional

e comparados quanto ao desempenho em acurácia e precisão. Entretanto, os resultados não

possibilitaram evidenciar um estimador com melhor desempenho em todo o espaço paramétrico.

De modo que cenários com diferentes combinações do número de covariáveis (k) e tamanho

amostral (n) podem apresentar diferentes resultados dos explorados na simulação.

Para englobar essas particularidades, este trabalho tem por objetivo propor e apresentar

o pacote ICR2, que possibilita a construção de intervalos de confiança para ρ2 a partir das

recomendações apontadas no capítulo anterior ou por meio de simulação do respetivo cenário
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do usuário. A implementação do pacote será realizada em linguagem R, que é um ambiente

livre para computação estatística (R CORE TEAM, 2019).

Na literatura, implementações de pacotes são comuns em R e exploram a utilização

de exemplos e possibilitam a comunicabilidade entre desenvolvedores e pesquisadores. Como

exemplo destes pacotes, tem-se o estudo de Sturtz, Ligges e Gelman (2005), apresentando o

pacote R2WinBUGS destinado à análise Bayesiana e o estudo de Kuznetsova, Brockhoff, Ch-

ristensen (2017) apresentando o pacote lmerTest.
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2 EXEMPLO

No contexto de melhoramento animal, o Brasil desenvolve pesquisas que possibilitam

a avaliação genética e a seleção de animais que visem o aumento da produtividade. Essas

pesquisas comumente baseiam-se em ajustes de modelos estatísticos e na aplicação da biologia

molecular (LOBO, R; BITTNECOURT, T; BATISTA, L; 2010). Como exemplo, pode-se notar

a crescente produção de aves no país, abrindo demanda por materiais genéticos de elevada

qualidade, principalmente de aves poedeiras (ALMEIDA E SILVA, 2009).

Dada a situação, o exemplo a ser ilustrado corresponde a um experimento utilizando

matrizes de galinhas. Foram utilizadas matrizes com idade de 28, 42 e 61 semanas, sendo 31

com 28 semanas, 31 com 42 semanas e 26 com 61 semanas. Como objetivo, analisou-se o

desenvolvimento da progênie, através do ganho de peso em gramas, durante o período de 1 a

7 dias a partir do nascimento. O experimento contou com 88 observações, sendo desenvolvido

por Moreno (2019).

A partir da realização do experimento, verificou-se o seguinte comportamento entre a

idade das matrizes e o ganho de peso da progênie pela Figura 29. Note que os filhotes proveni-

entes de matrizes com 28 semanas alcançaram, em média, 103, 89g. Para as matrizes com 42

semanas, a média de peso dos filhotes foi 125,79g e, por fim, os filhotes de matrizes com 61

semanas apresentaram média de 129,9g no período.

Uma das hipóteses do estudo é analisar o efeito da idade das matrizes no ganho de

peso da progênie durante o período analisado, ou seja, 1 a 7 dias após o nascimento. Fato que

possibilita a seleção de um intervalo de idade que gere, em média, progênies que detenham de

um maior ganho de peso nos primeiros dias de vida. Maiores detalhes podem ser vistos em

Moreno (2019).
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Figura 29 – Comportamento entre a idade das matrizes e o ganho de peso da progênie no período
de 1 a 7 dias após o nascimento

Fonte: Do autor.

3 IMPLEMENTAÇÃO

Nesta seção estão apresentadas as distribuições dos estimadores a serem utilizadas pelo

pacote e as respectivas funções usuais para a modelagem, como a geração de valores aleatórios,

abordadas na subseção 3.1. A seção 3.2 apresenta as funções criadas para a construção de

intervalos de confiança utilizando as distribuições dos estimadores tratados em 3.1.

3.1 DISTRIBUIÇÕES DOS ESTIMADORES

3.1.1 Distribuição de W

Tratado por Weatherburn (1949) para o cenário onde ρ2 = 0, implicando na condição de

que o vetor de parâmetros associado às covariáveis da regressão é nulo. Conforme o estudo, o
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estimador tem distribuição Beta, dada da seguinte forma:

f(x;n, k) =
1

B
(
k
2
, n−k−1

2

)x k−2
2 (1− x)

n−k−3
2 I(0,1)(x).

A distribuição deW pode ser acessada e é denominada como distribuiçãoW. As es-

pecificações e argumentos podem ser acessadas com o comando ajuda do software. A função

distribuiçãoW contém as seguintes subfunções apresentadas na Tabela 3.

Tabela 3 – Subfunções disponíveis no pacote ICR2 para a distribuição do estimador W

Nome Uso Retorno
dW dW(x, n, k) O valor da densidade no ponto x.
qW qW(p, n, k) O quantil associado a probabilidade p.
rW rW(m, n, k) Gera m valores aleatórios da distribuição.
pW pW(q, n, k) O valor da integral de 0 a q.

Fonte: Do autor.

3.1.2 Distribuição de E∗

Corresponde a distribuição do estimador E∗ apresentada por Cramer (1987), para o

cenário onde ρ2 6= 0, dada por:

f(r) =
∞∑
j=0

W (j)
1

B(u+ j,v − u)
ru+j−1(1− r)v−u−1I(0,1)(r).

em que:

W (j) =
e
−λ
2 (λ

2
)j

j!
, u =

1

2
(k), v =

1

2
(n− 1).

Atribuída como distribuicaoE, a função contém as seguinte subfunções apresen-

tadas na Tabela 4.

Tabela 4 – Subfunções disponíveis no pacote ICR2 para a distribuição do estimador E*

Nome Uso Retorno
dE dE(r, rho2, n, k) O valor da densidade no ponto r.
qE qE(x, rho2, n, k) O quantil associado a prob. x.
rE rE(m, rho2, n, k) Gera m valores aleatórios.
pE pE(r, rho2, n, k) O valor da integral de 0 a r.

Fonte: Do autor.
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3.1.3 Distribuição de M1

O estimador M1 foi construído baseado na distribuição do estimador W , através de uma

reparametrização pela moda da distribuição Beta. Maiores detalhes podem ser vistos no capítulo

anterior. Com isso, M1 possui a seguinte distribuição:

f(x;n, k, ρ2) =
1

B
(
ρ2(n−k−5)+2

2(1−ρ2) , n−k−1
2

)x ρ2(n−k−5)+2

2(1−ρ2) (1− x)
n−k−3

2 I(0,1)(x).

Denominada como distribuiçãoM1, a função contém as seguintes subfunções apre-

sentadas na Tabela 5.

Tabela 5 – Subfunções disponíveis no pacote ICR2 para a distribuição do estimador M1

Nome Uso Retorno
dM1 dM1(x, n, k, rho2) O valor da densidade no ponto x.
qM1 qM1(p, n, k, rho2) O quantil associado a prob. p.
rM1 rM1(m, n, k, rho2) Gera m valores aleatórios.
pM1 pM1(q, n, k, rho2) O valor da integral de 0 a q.

Fonte: Do autor.

3.1.4 Distribuição de M2

O estimador M2 foi baseado na distribuição do estimador W , através de uma reparame-

trização pela média da distribuição Beta. Com isso, a distribuição de M2 é dada por:

f(x;n, k, ρ2) =
1

B
(
−ρ2(n−k−1)

2(ρ2−1) , n−k−1
2

)x−ρ2(n−k−1)

2(ρ2−1) (1− x)
n−k−3

2 I(0,1)(x).

Denominada como distribuiçãoM2, a função contém as seguintes subfunções apre-

sentadas na Tabela 6.



72

Tabela 6 – Subfunções disponíveis no pacote ICR2 para a distribuição do estimador M2

Nome Uso Retorno
dM2 dM2(x, n, k, rho2) O valor da densidade no ponto x.
qM2 qM2(p, n, k, rho2) O quantil associado a prob. p.
rM2 rM2(m, n, k, rho2) Gera m valores aleatórios.
pM2 pM2(q, n, k, rho2) O valor da integral de 0 a q.

Fonte: Do autor.

3.1.5 Distribuição de P ∗

O estimador P ∗ foi proposto a partir de relações entre a esperança das soma de quadra-

dos da regressão e soma de quadrados totais, com distribuição dada por:

f(x;n, ρ2) =
1

B (nρ2, n− nρ2)
xnρ

2

(1− x)n−nρ
2−1I(0,1)(x).

Denominada como distribuiçãoP, a função contém as seguintes subfunções apre-

sentadas na Tabela 7.

Tabela 7 – Subfunções disponíveis no pacote ICR2 para a distribuição do estimador P ∗

Nome Uso Retorno
dP dP(x, n, rho2) O valor da densidade no ponto x.
qP qP(p, n, rho2) O quantil associado a probabilidade p.
rP rP(m, n, rho2) Gera m valores aleatórios.
pP pP(q, n, rho2) O valor da integral de 0 a q.

Fonte: Do autor.

3.2 FUNÇÕES PARA A CONSTRUÇÃO DE INTERVALOS DE CONFIANÇA

Como forma de disponibilizar os resultados apresentados no capítulo 2, foi implemen-

tado uma função que sugere o estimador maior índice τα,i nas proximidades do cenário do

usuário, ou seja, realizando uma suavização e permitindo amparar mais cenários, denotado na

Figura 30.

Essa função foi denominada como sEstimador, e possui três argumentos, sendo eles:

o tamanho amostral do modelo (n), o número de covariáveis (k) e o valor de ρ2, como apresen-

tado na Tabela 8. É importante ressaltar que para a recomendação do estimador e construção do
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Figura 30 – Diagrama da função que recomenda o estimador a ser utilizado a partir de uma
suavização dos cenários simulados, considerando o maior índice τα,i

Fonte: Do autor.

respectivo intervalo, utiliza-se α = 0,05 e p1 = 0,5. Além disso, a função admite que o compor-

tamento verificado em modelos com até oito covariáveis ocorrerá em modelos onde k > 8.

Caso o usuário opte por outro nível de confiança ou deseje realizar sua própria simula-

ção, também é disponibilizada uma função denominada sICR2. Essa função computa a taxa

de acurácia, o comprimento médio e o índice de desempenho de estimação intervalar no cená-
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Tabela 8 – Função disponível no pacote ICR2 para a função sEstimador, que sugere o estimador
a ser utilizado e retorna o intervalo de confiança a um nível α = 5%

Nome Uso Retorno

sEstimador sEstimador(n, k, rho2)

Retorna o estimador e o
intervalo com maior índice
de qualidade na proximidade
de ρ2, n e k.

Fonte: Do autor.

rio analisado. Para isso, o usuário deve escolher o número de simulações Monte Carlo (MC), o

limite superior do somatório associado a distribuição do estimador E∗ (JS), o peso atribuído à

acurácia (p1) e o o nível α adotado. O que pode ser visto na Tabela 9.

Tabela 9 – Função disponível no pacote ICR2 para a função sICR2 para realizar a simulação
Monte Carlo

Nome Uso Retorno

sICR2
sICR2(rho2, n, k, MC = 1000,
p1 = 0.5, alpha0 = 0.05,
JS = 1000)

Retorna o estimador com
o melhor desempenho no
cenário e o intervalo.

Fonte: Do autor.

É válido ressaltar que a função sICR2 pode consumir um tempo computacional ele-

vado em consequência da integração numérica da distribuição E∗. Como exemplo do tempo

computacional gasto, a simulação para o cenário onde k = 4, n = 61 e R2 = 0,85, durou 22,18

minutos. Entretanto, alguns cenários podem ultrapassar 50 minutos no processador Intel R©

CoreTM i3-4005U (1.70GHz).
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4 APLICAÇÃO AO EXEMPLO

Considerando o exemplo apresentado em 2, esta seção aplica as funções sICR2 e

sEstimador e analisa os resultados. Inicialmente, o pacote e os dados de exemplo conti-

dos no pacote serão solicitados da seguinte forma:

> library(ICR2)

> experimento

> head(experimento)

idade g_peso
1 28 95.19
2 28 101.32
3 28 102.89
4 28 102.63
5 28 107.37
6 28 98.95

Para modelar os dados do experimento, serão utilizados dois modelos de regressão. O

primeiro considerando a variável ganho de peso sendo explicada pela idade das matrizes e o

segundo considerando o ganho de peso sendo explicado pela idade das matrizes e a idade das

matrizes ao quadrado, da seguinte forma:

mod1 <-lm(g_peso ∼ idade, data = experimento)

mod2 <-lm(g_peso ∼ idade + I(idade ˆ 2 ), data = experimento)

Após a estimação dos coeficientes, tem-se como necessidade a análise das pressuposi-

ções dos resíduos do modelo por parte do usuário. Posteriormente, pode-se consultar as estima-

tivas do coeficiente de determinação amostral de cada modelo com o seguinte comando:

>summary(mod1)$r.squared

[1] 0.5889934

>summary(mod2)$r.squared

[1] 0.7400878

Note que o modelo quadrático apresentou um maior coeficiente de determinação quando

comparado ao modelo linear, explicando 74% da variação da variável resposta. Dada a situação,

os intervalos de confiança para a qualidade de ajuste serão construídos inicialmente utilizando a

função que considera os resultados da simulação com um nível α = 0,05. Para isso, é necessário

conhecer o número de observações do modelo (nesse caso n = 88) e o número de covariáveis (k
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= 1 em mod1 e k = 2 em mod2). Note que é utilizado a estimativa pontual R2 em ρ2. Assim,

considerando a função sEstimador para o primeiro modelo, tem-se:

> sEstimador(n = 88, k = 1, rho2 = 0.5889934)

Com a função, a seguinte tabela será apresentada conforme a Figura 31.

Figura 31 – Estimador recomendado pela função sugestão disponibilizada no pacote ICR2 para o
modelo linear

Fonte: Do autor.

Considerando o primeiro modelo, note que o intervalo de confiança foi construído com

o estimador M1, com um comprimento de 0,1877 e confiança de 95%. Dado por:

IC(ρ2, 95%) = [0,4920 - 0,6800].

Para o modelo quadrático, o comando para a função é dado por:

> sEstimador(n = 88, k = 2, rho2 = 0.7400878)

retornando os seguintes resultados apresentados na Figura 32.

Figura 32 – Estimador recomendado pela função sugestão disponibilizada no pacote ICR2 para o
modelo quadrático

Fonte: Do autor.

Para esse cenário, o intervalo de confiança foi construído conforme o estimador M2,

com comprimento de 0,1337, confiança de 95% e os seguintes limites:

IC(ρ2, 95%) = [0,6700 - 0,8040].
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Note que os intervalos construídos interseccionam-se a um nível α = 0,05, não havendo

evidências de que um dos modelos tenha melhor qualidade.

Por outro lado, caso o usuário deseje realizar a simulação, é necessário utilizar a função

sICR2. Para este exemplo serão considerados os argumentos conforme o recomendado pela

função com o seguinte comando:

> sICR2(rho2 = 0.588934, n = 88, k = 1, MC = 1000, p1 = 0.5,

alpha0 = 0.05, JS = 1000)

A simulação será iniciada com esse comando e o processo poderá ser acompanhado

na barra de progresso. Para este cenário, foi gasto um tempo computacional de 42 minutos,

retornando os seguintes resultados apresentados na Figura 33.

Figura 33 – Estimador recomendado pela função simulação disponibilizada no pacote ICR2 para o
modelo linear

Fonte: Do autor.

Os resultados da simulação indicaram que o estimador com melhor índice de qualidade

de estimação intervalar foi o M1, com acurácia de 89,60% e comprimento médio de 0,1852.

Considerando este estimador, o intervalo será:

IC(ρ2, 95%) = [0,4920 - 0,6800].

De forma análoga à anterior, realizando a simulação para o modelo quadrático:

> sICR2(rho2 = 0.7400878, n = 88, k = 2, MC = 1000, p1 = 0.5,

alpha0 = 0.05, JS = 1000)
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Para esse caso, o tempo computacional gasto foi de 45,36 minutos. O resultado apontou

que o estimador M2 possui melhor qualidade neste cenário, com acurácia de 88,9% e compri-

mento médio de 0,1309. Assim, os limites de confiança são dados por:

IC(ρ2, 95%) = [0,6704 - 0,8041].

É válido ressaltar que o tempo de simulação gasto pode ser inconveniente para o usuário.

Entretanto, note que os resultados apontados pela função que estabelece os intervalos a partir

dos resultados já simulados foram equivalentes com um esforço computacional muito menor.

Com isso, o usuário pode escolher entre as duas funções para a análise da qualidade de ajuste

dos modelos construídos.

Novamente, como os intervalos interseccionam-se, utilizou do critério de Akaike (AIC)

para a tomada de decisão. O modelo quadrático apresentou um critério menor (AIC = 595,14)

quando comparado ao linear (AIC = 633,47), contribuindo para a escolha do com menor AIC.

A Figura 34 apresenta os modelos ajustados, sendo possível indicar que conforme o modelo

quadrático que as matrizes com idade de 54,15 semanas apresentaram filhotes com maior média

de ganho de peso nos 7 primeiros dias pós nascimento.

Figura 34 – Modelos ajustados ao experimento relativo ao ganho de peso de filhotes em função da
idade das matrizes

Fonte: Do autor.
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5 CONCLUSÃO

Implementações de pacotes em linguagem R têm se mostrado comuns na literatura es-

tatística, possibilitando a interação entre os resultados de pesquisas e novos estudos. Para o

caso pacote ICR2, há uma viabilização da construção de intervalos de confiança para a quali-

dade de ajuste de modelos de regressão, utilizando estimadores fundamentados na literatura ou

propostos via simulação computacional.

A pluralidade de estimadores presentes é consequência de que a qualidade de estimação

pode variar conforme o espaço paramétrico de ρ2, o que pode ser um entrave ao usuário quanto

ao estimador a ser utilizado no cenário analisado. Desta forma, as funções disponibilizadas

pelo pacote fazem com que o algoritmo decida em relação ao estimador com melhor desem-

penho, considerando as atribuições definidas pelo usuário, como o número de covariáveis e de

observações.

Dado o esforço computacional que pode ser consumido por uma das funções, o pacote

considerou também uma função que sugere o estimador a ser utilizado a partir de uma suaviza-

ção dos cenários que já foram simulados, mantendo fixo o número de simulações Monte Carlo

e o nível α. Com isso, há uma grande redução do tempo computacional. Por outro lado, o pa-

cote também disponibilizou uma função que permite ao usuário a realização de uma simulação

especifica, caso este opte por outro nível de significância, por exemplo.

Assim, com a disponibilidade do pacote é possível introduzir a utilização dos estimado-

res à estudos aplicados de modo a avaliar a qualidade de ajuste, permitindo a análise e seleção

de modelos. Como o caso do estudo de exemplo ilustrado pelo pacote, que analisou o efeito

da idade da matriz no ganho de peso da progênie, assinalando que a qualidade dos modelos

considerados eram iguais, permitindo a tomada de decisão por parte do usuário na escolha do

modelo.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, foi analisado o comportamento de dois estimadores intervalares indica-

dos na literatura e propôs-se outros três, sendo dois deles construídos a partir da reparametriza-

ção do estimador W, disponível em Weatherburn (1949) e Foster, Smith e Whaley (1997). Para

isto, avaliaram-se as taxas de acurácia e as médias de comprimento dos intervalos construídos

por cada estimador a um nível de confiança de 95%, medidas também aplicadas por Carari et

al. (2010) e Scacabarozi e Diniz (2007) para a comparação de estimadores.

Até então os estudos que analisaram estimadores intervalares exploraram as taxas de

acurácia e as médias de comprimento de forma separada, propiciando recomendações que po-

dem ser opostas, ou seja, um estimador com maior acurácia e com pior média de comprimento

dentre os demais. Assim, entendeu-se como necessário a elaboração de um índice, dado como

uma média ponderada entre essas duas medidas, possibilitando a recomendação de um estima-

dor mais parcimonioso dentre os demais.

Com os cenários analisados, os estimadores propostos neste trabalho apresentaram qua-

lidade aproximada ou superior aos fundamentados na literatura em regiões do espaço avaliado.

Em decorrência deste fato, foi possível a recomendação em três regiões, sendo elas: i) ρ2 =

0, ii) 0,1 ≤ ρ2 ≤ 0,5 e iii) 0,5 > ρ2 ≤ 0,9. Na primeira região, entendeu-se como válido a

recomendação do estimador W, que apresentou os melhores índices de qualidade e as maiores

taxas de acurácia nos cenários simulados. Na segunda região, o estimadorM1 foi recomendado,

apresentando uma melhoria de seus índices sob condição assintótica e aproximando-se do es-

timador de maior qualidade quando este não apresentou o melhor índice. Na terceira região,

os estimadores M2 e E∗ foram recomendados, apresentando melhoria dos índices de qualidade

com o aumento do tamanho amostral, principalmente na região superior a 0,7. Essas consi-

derações conduzem ao fato de que esse assunto não é esgotado na literatura, sendo possível a

melhoria da qualidade de inferência a partir de reparametrizações dos estimadores já existentes

e com características menos complexas do que a distribuição exata tratada em Cramer (1987),

que pode apresentar problemas de integração numérica com o aumento do tamanho amostral e

incerteza quanto ao limite superior do somatório infinito que pondera a distribuição.

Dada as recomendações justificadas anteriormente, entendeu-se como fundamental da

expansão de cenários que ajustem-se a contextos particulares. Com isso, o pacote ICR2 viabili-

zou essa ampliação permitindo a estimação intervalar da qualidade de ajuste em outros cenários,
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apontando os estimadores recomendados e indicando o estimador de melhor qualidade. Por fim,

a disponibilidade do pacote torna acessível a proposição e a implementação de novos testes à li-

teratura, de modo que o índice de desempenho aponte sempre aquele com maior qualidade. Fato

que possibilita o aprimoramento da literatura e da tomada de decisão a respeito da qualidade de

ajuste de modelos.

Como sugestão de trabalhos futuros é necessário explorar o impacto da ponderação p1

no índice de desempenho de estimação intervalar no processo de escolha de um estimador. Um

segundo ponto é analisar o desempenho dos estimadores em cenários com reduzido tamanho

amostral, como o caso da regressão na análise de variância, comumente utilizada no contexto

experimental. Além de relacionar outras distribuições aos estimadores como a distribuição de

Kumaraswamy, por exemplo.
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APÊNDICES

APÊNDICE A

Nessa seção serão disponibilizadas as taxas de acurácia para os demais cenários anali-

sados.

Figura 35 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 2 e n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 36 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 2 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 37 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 2 e n = 100

Fonte: Do autor.



86

Figura 38 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 3 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 39 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 3 e n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 40 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 3 e n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 41 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 4 e n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 42 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 4 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 43 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 4 e n = 100

Fonte: Do autor.
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Figura 44 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 5 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 45 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 5 e n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 46 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 5 e n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 47 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 6 e n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 48 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 6 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 49 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 6 e n = 100

Fonte: Do autor.
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Figura 50 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 7 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 51 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 7 e n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 52 – Taxa de acurácia referente ao modelo de regressão onde k = 7 e n = 100

Fonte: Do autor.

APÊNDICE B
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Figura 53 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 54 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 55 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 1 e n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 56 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 3 e n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 57 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 3 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 58 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 3 e n = 100

Fonte: Do autor.



97

Figura 59 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 4 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 60 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 4 e n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 61 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 4 e n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 62 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 5 e n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 63 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 5 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 64 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 5 e n = 100

Fonte: Do autor.
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Figura 65 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 6 e n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 66 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 6 e n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 67 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 6 e n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 68 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 7 e n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 69 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 7 e n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 70 – Precisão dos intervalos referente ao modelo de regressão onde k = 7 e n = 100

Fonte: Do autor.
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APÊNDICE C

Figura 71 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 2 e
n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 72 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 2 e
n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 73 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 2 e
n = 100

Fonte: Do autor.
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Figura 74 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 3 e
n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 75 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 3 e
n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 76 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 3 e
n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 77 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 4 e
n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 78 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 4 e
n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 79 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 4 e
n = 100

Fonte: Do autor.
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Figura 80 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 5 e
n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 81 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 5 e
n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 82 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 5 e
n = 100

Fonte: Do autor.

Figura 83 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 6 e
n = 15

Fonte: Do autor.
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Figura 84 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 6 e
n = 50

Fonte: Do autor.

Figura 85 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 6 e
n = 100

Fonte: Do autor.
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Figura 86 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 7 e
n = 15

Fonte: Do autor.

Figura 87 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 7 e
n = 50

Fonte: Do autor.
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Figura 88 – Índices dos estimadores respectivos ao cenário ao modelo de regressão onde k = 7 e
n = 100

Fonte: Do autor.
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