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RESUMO

A pecudria exerce uma grande relevincia na economia brasileira. E uma atividade econdmica
desenvolvida em dreas rurais que consiste na criacdo de gado com o objetivo de comercializa-
los, suprindo assim as necessidades do criador. Vdrias doencas podem afetar a pecudria, dentre
estas se destacam as doencas infecciosas Babesiose e Brucelose, ambas bovinas. Sendo assim,
ha preocupacido com o controle dessas doengas devido a importancia da pecudria para a eco-
nomia. Assim pesquisadores comegaram a utilizar a modelagem matemadtica para descrever a
dindmica dessas doencas, afim de buscar o controle das mesmas. O objetivo desse trabalho €
generalizar o modelo para Babesiose que envolve equagdes diferencias ordindrias, utilizando a
populacdo de carrapatos ndo constante. Para isso € utilizada a Teoria Qualitativa de Equacdes
Diferenciais Ordindrias. Propomos dois modelos com populacdo de carrapatos ndo constante e
foram exibidos os pontos de equilibrio, razdo de reproducdo bésica e a andlise de estabilidade.
Também foi realizado a simulagdo numérica dos modelos estudados exibindo graficos para ana-

lisar o comportamento das populacdes ao longo do tempo.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordinarias. Modelos Matematicos. Epidemiologia.

Babesiose.



ABSTRACT

Livestock farming has a great relevance in the Brazilian economy. It is an economic activity
developed in rural areas that consists of the cattle raising with the purpose of commercializing
them, thus supplying the needs of the breeder. Several diseases can affect livestock, among
them the infectious diseases Babesiosis and Brucellosis, both bovines. Therefore, there is con-
cern about the control of these diseases due to the importance of cattle raising for the economy.
Thus researchers began to use mathematical modeling to describe the dynamics of these dise-
ases, in order to seek their control. The objective of this work is to generalize the model for
Babesiosis that involves ordinary differences equations, using the non constant population of
ticks. For this, the Qualitative Theory of Ordinary Differential Equations is used. We develo-
ped two models with non constant population of ticks and showed the equilibrium points, basic
reproduction ratio and stability analysis. Also the numerical simulation of the studied models

was carried out displaying graphs to analyze the behavior of the populations over time.

Key-words: Ordinary Differential Equations. Mathematical Models. Epidemiology.

Babesiosis.
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1 INTRODUCAO

A criagdo de gado bovino no Brasil é, de longe, a atividade econdmica que ocupa a maior
extensdo de terras no pais. Segundo o censo agropecudrio de IBGE (2009), as dreas de pasta-
gens ocupavam no pais aproximadamente 158,7 milhdes de hectares, enquanto as destinadas a
lavoura totalizavam menos de 59,8 milhoes de hectares.

O Brasil possui o segundo maior rebanho bovino do mundo, suplantado apenas pela
India. Dado que a India ndo se utiliza de seu gado bovino para fins comerciais por questdes
religiosas, o rebanho bovino brasileiro € considerado o maior rebanho comercial do mundo.
Entre 1990 e 2008, a producdo de carne bovina mais que dobrou, passando de 4,1 para mais
de 9,3 milhdes de toneladas, com ritmo de crescimento bem superior ao de sua populagdo e de
seu consumo. Esta combinagdo de fatores permitiu que o Brasil se tornasse o maior exportador
mundial, ultrapassando a Austrdlia, a partir de 2004 (SCHLESINGER, 2009).

A pecudria exerce uma grande relevancia na economia brasileira. E uma atividade
econOmica desenvolvida em dreas rurais que consiste na criacdo de gado com o objetivo de
comercializa-los, suprindo assim as necessidades do criador. Além da carne, sdo extraidas ou-
tras matérias-primas, como o couro (producdo de calcados), pele (vestuario), ossos (fabricar
botdes) e muitos outros. Entretanto, varias doencas podem afetar a pecudria, dentre estas se
destacam as doencas infecciosas Babesiose e Brucelose, ambas bovinas.

As doencas infecciosas sdo doencas causadas por microorganismos estranhos ao orga-
nismo humano ou animal, como bactérias, virus, fungos ou parasitas. Sua transmissdo pode
ser direta, de um individuo para o outro, ou indireta, através da mediacdo de um vetor, um
hospedeiro intermedidrio, entre o individuo infectado e o suscetivel.

Na histéria da humanidade, as doengas infecciosas sdo a causa maior do nimero de
mortes na populacdo humana e animal. E representam ainda importantes problemas médicos em
todo o mundo por sua alta frequéncia e gravidade dos quadros que podem apresentar. Quando
essas doencas ocorrem numa comunidade ou regido e se espalham rapidamente, originam-se
surtos epidémicos.

Em consequéncia da alta frequéncia de doengas infecciosas inicializaram estudos com
objetivo de especificar cada tipo de epidemia, definindo a causa, a transmissdo e buscando
formas de controle dessas doengas. Uma ferramenta que auxilia esse estudo € a modelagem

matematica.
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A Babesiose ¢ uma importante doenga parasitiria que acomete animais domésticos, sil-
vestres e inclusive o homem. O Género Babesia foi descoberto por Victor Babes, patologista
romeno em 1888.

A ocorréncia da Babesiose bovina estd intimamente relacionada a distribuicao do carra-
pato, Ripicephalus, que tem como hospedeiro o bovino e é considerado o tinico vetor biol6gico
e responsavel pela difusdo desses protozéarios nos rebanhos (ARANDA et al., 2012).

Brucelose é uma doenga bacteriana infecciosa causada por membros do género Brucella.
Brucella sdo parasitas que necessitam de um animal hospedeiro para sua manutencdo. O trato
digestivo € a mais importante porta de entrada da Brucella abortus ao ingerir 4gua e alimentos
contaminados. Porém o contato direto com as mucosas dos olhos e do nariz, pela inalagdo da
bactéria a partir de fetos abortados ou residuos placentdrios, também € uma importante forma
de infeccao.

Desde entdo ha preocupagao com o controle dessas doengas infecciosas devido a impor-
tancia da pecudria para a economia. Assim pesquisadores comegaram a utilizar a modelagem
matematica para descrever a dindmica dessas doengas, afim de buscar o controle das mesmas.

Neste trabalho, estudamos a dindmica da transmissdo da Babesiose Bovina utilizando
um modelo compartimentado proposto por Aranda et al. (2012). Esse modelo inclui as classes
de suscetivel, infectado e recuperado para os bovinos e suscetivel, infectado para os carrapatos.
Além disso, a proposta principal do trabalho foi realizar modelos para Babesiose Bovina uti-
lizando a populacdo de carrapatos ndo constante, para isto tivemos como referéncia o trabalho
Abatih et al. (2014) da doenga Brucelose.

Este trabalho contém 5 secdes dispostos da seguinte maneira. Na Secao 2 € apresentada
as doencas bovinas Babesiose e Brucelose, ambas bem detalhadas comentando a transmissao,
epidemiologia, patogenia, sinais clinicos, diagndstico, controle e tratamento.

Na Secdo 3, introduzimos alguns conceitos de teoria de equacdes diferenciais ordindrias
que serao utilizado em todos os modelos estudados das doencas Babesiose e Brucelose.

Na Secdo 4 foram estudadas as doencgas Brucelose vista em Abatih et al. (2014) e
Babesiose Bovinas vista em Aranda et al. (2012), foram exibidos os pontos de equilibrio, razido
de reproducdo bdsica, e realizada a andlise de estabilidade de ambas as doengas.

No Secdo 5 propomos dois modelos generalizando o modelo proposto por Aranda et
al. (2012) utilizando a populacdo de carrapatos nao constante, um modelo exponencial e um

modelo utilizando Lokta-Volterra (HOFBAUER; SIGMUND, 1998). Para ambos os modelos
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foram exibidos os pontos de equilibrio, a razdo de reproducgdo bdsica, realizado a andlise de
estabilidade e também feito simulacdo numérica afim de mostrar a dindmica das populagdes ao

longo do tempo.
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2 DOENCAS BOVINAS

Nesta sec@o vamos detalhar as doencas a serem estudas Babesiose e Brucelose.

2.1 BRUCELOSE

Vamos apresentar sobre a transmissdo, epidemiologia, diagndstico, sinais clinicos, pa-

togenia, controle e tratamento da doenga Brucelose.

2.1.1 Transmissao

A principal via de infec¢do de Brucella abortus no organismo € a oral, além do trato
respiratdrio, conjuntivas, pele e trato genital (ACHA; SZYFRES, 2001).

Uma enorme quantidade de B. abortus € eliminada durante o aborto e parto de animais
infectados. Estes animais continuam eliminando a bactéria nas secre¢des uterinas por aproxi-
madamente 30 dias. Esta enorme quantidade de bactérias eliminadas durante o aborto ou parto
dos animais infectados, associada a grande resisténcia de B. abortus no ambiente, € a principal
fonte de infecg@o para os animais susceptiveis (CRAWFORD et al., 1990). Hébitos dos bovinos
como lamber e cheirar animais recém nascidos, ou mesmo fetos abortados, principalmente por
outras vacas, favorecem a transmissdo da brucelose (CRAWFORD et al., 1990; NICOLETTI,
1980).

A participacdo dos machos na transmissdo da brucelose pela monta natural € pequena,
pois a vagina apresenta barreiras inespecificas que dificultam a infeccdo (CAMPERO, 1993).
Entretanto, na inseminacao artificial, s€men contaminado por B. abortus é altamente infecci-
0so por ser depositado diretamente no utero, onde nio existem estas barreiras inespecificas
tornando-se um ambiente propicio para multiplicacdo do agente (CAMPERO, 1993; CRAW-
FORD et al, 1990). Por outro lado, a transferéncia de embrides, desde que realizada conforme
recomendagdes internacionais para lavagens, € uma técnica segura para o controle de brucelose
e ja fol empregada para aproveitamento de vacas de alta linhagem com sucesso (STRINGFEL-

LOW; SEIDEL, 1999).
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As bactérias do género Brucella também podem ser disseminadas entre os animais por
fomites, destacando-se a dgua e alimentos contaminados (ACHA; SZYFRES, 2001). Este gé-
nero sobrevive no ambiente, mas nao se multiplicam nele. Possui ampla capacidade de sobrevi-
veéncia, porém necessita de condi¢des como presenga de sombra, umidade, baixas temperaturas
e pH neutro (PAULIN; FERREIRA, 2003).

Humanos normalmente se infectam pelo contato direto do agente com mucosas ou so-
lucdes de continuidade da pele, pela manipulagdo de tecidos, sangue, urina, secrecdes vaginais,
fetos abortados e envoltdrios fetais provenientes de animais infectados ou pela ingestao da bac-
téria em alimentos, geralmente de leite cru ou derivados lacteos ndo pasteurizados (queijos,
manteigas, iogurtes, sorvetes) além de carnes cruas, mal assadas ou cozidas, obtidas de animais

infectados (PAULIN; FERREIRA, 2003).

2.1.2 Epidemiologia

A brucelose encontra-se mundialmente distribuida, sendo considerada uma das princi-
pais zoonoses. Embora tenha sido erradicada em diversos paises da regido norte e central da
Europa, Australia, Japdo e Nova Zelandia, continua re-emergente e se apresentando como um
grave problema sanitério e econdmico, principalmente em paises da América do Sul, Africa,
Oriente Médio e Asia (PAULIN; FERREIRA, 2003). No Brasil, a brucelose € endémica, porém
apresenta dados bastante diferenciados face a dimensdo territorial e as caracteristicas proprias
de cada regidao (RIBEIRO et al.,2013)

B. abortus pode permanecer por longos periodos, seis meses ou mais, em material de
aborto ou parto nas pastagens. A permanéncia destas bactérias no ambiente aumenta em de-
terminadas condi¢cdes como a presenga de sombra, umidade e baixas temperaturas. Portanto, é
recomendado que se procure deixar os locais com altas taxas de contaminacao expostos ao sol,

que € um potente germicida (WRAY, 1975).
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2.1.3 Patogenia

A infec¢do por B. abortus se da pelo contato do agente com qualquer mucosa do ani-
mal susceptivel, principalmente a mucosa oral (THOEN et al., 1993). Apds a penetracdo no
organismo, ha um curto periodo de bacteremia, e as bactérias vao se alojar em diversos 6rgaos,
principalmente do sistema linfatico (THOEN et al., 1993). A capacidade de sobreviver dentro
de macréfagos facilita a disseminag@o e a permanéncia da B. abortus no organismo (GORVEL,;
MORENO, 2012). O curso da doenca vai depender do estagio fisiolégico do animal. Animais
jovens, antes da puberdade, parecem ser mais resistentes a infeccao. Caso o animal ndo esteja
gestante, B. abortus geralmente infecta linfonodos e glandula mamaria (CRAWFORD et al.,
1990; NICOTELLI, 1980). Quando o animal se torna gestante, as bactérias atingem o ttero,
local pelo qual possuem grande tropismo, provocando, dessa forma, o aborto (SAMARTINO;
ENRIGHT, 1993). Na primeira gestagdo ap0s a infecc¢do, o animal aborta; entretanto, o aborto
¢ muito menos frequente na segunda gestacdo apds infeccdo e muito raro a partir da terceira
gestacdo apos a infeccdo (CORBEL et al., 2006; THOEN et al., 1993). Isso se deve ao desen-
volvimento de uma resposta imune, principalmente celular, pelos animais, que diminui a 4rea e
a intensidade das lesdes. Com isso, a manifestacdo clinica passa a ser a presenca de natimortos

ou o nascimento de bezerros fracos (NICOTELLI, 1980; THOEN et al., 1993).

2.1.4 Sinais Clinicos

Os principais sinais clinicos observados nos animais infectados estao ligados a proble-
mas reprodutivos (SILVA et al., 2005). O mais frequente € o aborto no terco final da gestacao,
natimortos e nascimento de bezerros fracos. Frequentemente, h4 retencdo placentaria e inferti-
lidade temporéria ou permanente (EAGLESOME; GARCIA, 1992; THOEN et al., 1993). Nos
machos, a infec¢do por B. abortus pode causar orquite com consequente infertilidade por dimi-
nui¢do da qualidade espermatica (CAMPERO, 1993). Lesdes articulares, assim como lesdes na
glandula mamadria também podem ser observadas em casos cronicos da doencga. As lesdes arti-
culares caracterizam-se por bursite e artrite. Placentite necrética € a principal lesdo encontrada
nos animais que abortam (THOEN et al.,1993; XAVIER et al., 2009). Ndo hd nenhuma lesao

patognomonica da doenga no feto abortado, porém pleurite fibrinosa, que pode estar associada
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a broncopneumonia supurativa e pericardite fibrinosa, ocorre com frequéncia (NICOLETTI,

1980; XAVIER et al., 2009).

2.1.5 Diagnéstico

A brucelose animal pode ser diagnosticada por diferentes métodos isoladamente ou em
conjunto. Entre eles destacam-se o diagndstico clinico, baseado nos sinais clinicos de aborto,
nascimento de bezerros fracos e esterilidade de fémeas e machos; dados epidemiolégicos ba-
seados na histdria dos rebanhos; isolamento e identificacdo do agente etiolégico e ainda pela
demonstracdo de anticorpos nos fluidos organicos (OLASCOAGA, 1976; POESTER et al.,
2005). As observacgdes clinicas e epidemioldgicas proporcionam apenas uma indicacao da pro-
vavel presenca da enfermidade num rebanho, o que deve ser confirmado pela identificacdao da
bactéria que é o método mais seguro de diagndstico. No entanto, a identificagdo da B. abortus
¢ um processo lento, caro e de alto risco para o laboratorista, pois envolve a manipulacao de
placentas contaminadas, exsudatos vaginais, sémen, tecidos de fetos abortados ou leite contami-
nado, que exige a observacio de normas estritas de biosseguranca (CHOSEWOOD; WILSON,
2007; CORBEL et al., 2006). Apesar disto, a identificacdo e a caracterizagdo das espécies e
biovariedades de Brucella spp presentes num rebanho ou regido, sdo importantes do ponto de
vista da epidemiologia da doenca (EAGLESOME; GARCIA, 1992). A deteccao de anticorpos
no soro ou leite é o meio mais rapido, barato e menos laborioso de diagndstico e € um indicativo

confidvel de resposta a exposi¢cao a B. abortus (OLASCOAGA, 1976; POESTER et al., 2005).

2.1.6 Controle

Em um programa de controle de uma doenga infecciosa em uma propriedade, é necessa-
rio interromper a cadeia de transmissao pela eliminacdo dos individuos infectados ou aumentar
o nimero de individuos resistentes da populacdo. No caso da brucelose bovina, ambas as estra-
tégias sdo utilizadas (CRAWFORD et al.,1990; NICOLETTI, 1980).

As estratégias de controle da brucelose t€m como base a reducio constante do nimero

de focos da doenga, além do controle do transito de animais de reproducgdo e a certificagdao de
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propriedades livres da enfermidade por meio do diagndstico, sacrificio dos animais positivos
e a adocdo de medidas ambientais (PAULIN; FERREIRA, 2003). A vacinagdo é empregada
com o proposito de reduzir a prevaléncia da doenca a baixos custos. Dentre as vacinas vivas
mais utilizadas, a vacina B19 vem sendo amplamente empregada nos programas de controle da

brucelose em diversos paises, inclusive no Brasil (RIBEIRO, et. al, 2003).

2.1.7 Tratamento

Como regra geral o tratamento do rebanho infectado ndo € feito em virtude da elevada
taxa de falha no tratamento, do curso e dos potenciais problemas relacionados a manutenc¢do de
animais infectados frente aos programas de erradicacao (HIRSH; ZEE, 2003). Os regulamentos
exigem a quarentena e a eliminacao de todos os reagentes do rebanho com caso diagnosticado de
brucelose, por esse motivo, ndo se encontra aprovado o tratamento para essa doenca (REBHUN,

2000; SMITH, 1993).

2.2 BABESIOSE

Vamos apresentar sobre a transmissdo, epidemiologia, diagnéstico, sinais clinicos, pa-

togenia, controle e tratamento da doenca Brucelose.

2.2.1 Transmissao

A babesia sdo transmitidas aos bovinos unica e exclusivamente pelo carrapato Boophi-
lus microplus as fémeas do carrapato fixadas na epiderme, camada mais superficial da pele, dos
bovinos se abarrotando de sangue, ingerindo com ele, certo nimero de parasitos intraglobula-
res. O ixodideo apds completar o ciclo de vida parasitdria, abandona o hospedeiro e inicia o
ciclo livre, a ovoposi¢do no solo das pastagens, transmitindo a sua descendéncia os parasitos
babesideos com os quais se infectou, e a transmissao efetiva do Babesia bovis (B. bovis) se

dard portanto, pelas larvas de Rhipicephalus Boophilus microplus (R. microplus) origindrio de
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teledgenas infectadas que, apds transmissdo se tornam negativas, e a (Babesia bigemina) B. bi-
gemina tem um ciclo mais longo, sendo transmitida a partir do estagio de ninfa, até parte do
estagio adulto (CALLOW; HOYTE, 1961; KIKUGAWA, 2009; MAHONEY; MIRRE, 1979)
. A figura abaixo (??) mostra o ciclo parasitdrio do carrapato R. Micropolus e foi retirada de

Pereira, Souza, e Baffi (2010).

[ L AL Al L B J bR L
clo Parasitdrio do Carrapato t siose

Fonte: PEREIRA; SOUZA; BAFFI. (2010, p. 276)

O ciclo parasitario dura em média 21 dias, podendo aumentar ou diminuir dependendo
da inoculacdo e da sensibilidade do hospedeiro (KIKUGAWA, 2009). O macho permanece no

bovino, sobrevivendo por um periodo até duas vezes maior do que o das fémeas.

2.2.2 [Epidemiologia

O clima tropical e subtropical, com chuvas e temperaturas mais altas favorece a babesia,
pois € o melhor clima para o carrapato, o B. microplus. O quadro clinico € grave e muitos ani-
mais morrem ou t€ém um longo periodo de recuperacdo (FURLONG; MARTINS; PRATA,2004;
MARQUES, 2003).

A maior taxa de infec¢do ocorre nos animais entre seis a doze meses de idade, sendo
pouco comum a ocorréncia de infec¢do nos animais com mais de cinco anos de idade. O gado
nativo das regides raramente € afetado, em virtude da resisténcia natural dos animais jovens e
da imunidade passiva adquirida via colostro proveniente de vacas imunes.

Todas as racgas bovinas sdo suscetiveis a Babesia, mas o gado zebuino é mais resistente
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do que as ragas européias. O gado que tem sangue zebu apresenta certa resisténcia a infeccdo

por nao sofrer infestagdes macicas por carrapatos (FURLONG; EVANS, 1991).

2.2.3 Patogenia

A patogenia nos bovinos estd ligada a espécie, cepa, taxa de inoculacao, idade, estresse
e raca, B. bovis € mais patogénica que a B. bigemina (LEMOS, 1998). A babesiose tem um
periodo de incubagdo de 7 a 20 dias. Quando um animal se torna infectado, ocorre uma multi-
plicacd@o dos protozodrios nos vasos periféricos (B. bigemina), ou nos vasos viscerais (B. bovis),
causando a destruicao das hemdcias. Quando a multiplicagdo do protozodrio alcanga seu pico,
ocorre o desenvolvimento de uma hemdlise clinicamente detectdvel. A hemdlise gera anemia

grave, ictericia e hemoglobindria, ocasionando a morte por uma anoxia anémica.

2.2.4 Sinais Clinicos

Os sinais clinicos se manifestam por elevacdo da temperatura até 41°C, anemia, hemo-
globindria, ictericia, anorexia, fraqueza e depressdo. As mucosas e conjuntivas ficam extrema-
mente palidas, hd um aumento na freqiiéncia respiratoria e cardiaca, devido a destrui¢do acen-
tuada das hemadcias, que resulta numa grave anemia (BLOOD; RADOSTITS, 1991; LEMOS,
1998). Animais que sdo infectados com B. bigemina apresentam a babesiose cerebral, que
se manifesta por incoordenacao seguida por paralisia posterior, convulsdes e coma (BLOOD;

RADOSTITS, 1991).

2.2.5 Diagnéstico

O diagnéstico clinico torna-se suposi¢do, uma vez que os sinais clinicos podem ser con-
fundidos com os de outras doencas (KESSLER; SCHENK, 1998). O diagnéstico pode ser con-
cluido pelos achados clinicos, como ictericia, hemoglobindria e febre, mas o necessario para a

confirmacdo do diagndstico € por meio de esfregacos sanguineos corados pelo método Giemsa,
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que ajuda na visualiza¢cdo de hemdcias infectadas por Babesia. Na fase aguda ou cronica quando
ha uma parasitemia baixa, o diagndstico pode ser feito com pesquisa de anticorpos, utilizando-se
provas soroldgicas, imunofluorescéncia indireta (MARQUES, 2003). Na necropsia, observa-se
palidez ou ictericia generalizada do animal, figado aumentado de volume, vesicula biliar dis-
tendida com bile espessa e escura, bago aumentado de volume, mole e escuro, rim hipertrofiado

e a bexiga com urina avermelhada (BLOOD, RADOSTITS, 1991; MARQUES, 2003).

2.2.6 Controle

Ainda que pouco utilizado, o controle do carrapato fora do hospedeiro pode ser realizado
por meio de rotacdo, queima e introducdo de pastagens com poder de repeléncia e fatal ao car-
rapato, alteracdo de microclima, implantacdo de lavoura, uso de agentes bioldgicos e outros. A
rotacdo de pastagens consiste na retirada dos animais das mesmas até que todas, ou pelo menos
a maioria das larvas, sejam eliminadas por causas naturais. Algumas variedades de forrageiras
tém influéncia na sobrevivéncia das larvas nas pastagens pela formac¢ao de um microambiente,
em funcdo da forma de crescimento, desenvolvimento e, também, pelas caracteristicas espe-
cificas de cada uma, repelindo as larvas e matando-as. Dentre estas dltimas, pode-se citar o
capim-gordura e o capim-elefante. A queima e a aplicacdo de acaricida nas pastagens hoje sdao
alternativas pouco recomenddveis por causarem grandes danos a fauna e flora e, na maioria das
vezes, ndo sdo praticas e até mesmo antiecondmicas (EMBRAPA, 2000).

O controle do carrapato sobre o hospedeiro pode ser realizado por meio de ferormonios,
substancias toxicas, machos e fémeas estéreis, mecanismos imunoldgicos e agentes quimicos
(GOMES, 1998). A escolha e o uso correto da carrapaticidas, assim como a mudanca de produto
quando necessdrio, sdo fatores importantes para a obtencao dos resultados (FARIAS, 1995). A
aplicagdo dos carrapaticidas se faz por meio de pulverizacdo, imersdo, dorsal e outras formas.
Em qualquer método € importante o periodo residual do produto para que as aplicacdes sejam
com intervalos de 14 ou 21 dias. O nimero de banhos com estes intervalos ird depender da redu-
cdo almejada e da densidade populacional dos carrapatos (GOMES, 1998). A correta aplicacdo
dos carrapaticidas quanto a concentragdo, dose, época, intervalo entre outras recomendagdes
técnicas € uma forma eficiente de retardar o surgimento de populagdes resistentes aos princi-

pios ativos. A resisténcia pode ser detectada através de testes de sensibilidade dos carrapatos
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aos carrapaticidas, denominado de biocarrapaticidograma (GOMES, 1998).

2.2.7 Tratamento

A primeira providéncia € o diagndstico especifico e preciso do que estd ocorrendo nes-
tes animais. Também € necessdrio conhecer a regido onde ocorre o surto se € de instabilidade
ou estabilidade, se ha alguma alteracio drastica no manejo dos animais ou pastagens, idade,
raca e manejo do rebanho afetado, se sdo animais da propriedade ou vindos de outras regioes.
Em seguida, tratamento dos animais doentes através de medicacao especifica que sdo derivados
da diamidina. Normalmente animais tratados antes do aparecimento de sintomas graves como
alto grau de anemia e disttirbios do sistema nervoso se recuperam somente com o tratamento
especifico. No caso de se tratar animais ja com sintomas graves, € importante o tratamento de
suporte que inclui a soroterapia, protetor hepdtico e transfusdo de sangue. Em todos os casos
¢ importante o cuidado de manter os animais o mais calmos possivel, com dgua e comida a
sua disposicdo, pois esta doenca leva a um quadro de anemia muito grave, o que compromete
a oxigenacdo dos tecidos fazendo com que os animais, se submetidos a estresse ou movimen-
tos bruscos e de esforco, entrem em choque cardio-respiratério com morte sibita. Também o
controle quimico de carrapatos através de banho carrapaticida, produtos injetaveis em todos os
animais onde houver o problema, exceto nos mais doentes e muito fracos e observacado diéria.

Se possivel utilizar banhos de imersao pois tém a¢do mais imediata sobre os parasitos.
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3 TEORIA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Nesta secdo, apresentaremos os resultados matematicos indispensaveis ao desenvolvi-
mento desse capitulo. Informagdes adicionais podem ser vistas em Barreira, Valls (2012),
Boyce, Diprima (2006), Brauer, Nohel (1989), Figueiredo, Neves (2008), Khalil (1996) e Lima
(2014).

3.1 EXISTENCIA

Seja D C R™"! um conjunto aberto e seja f : D — R™ uma funcdo continua em D.

Uma equagao da forma

(1) = f(tz(t)),

¢ chamada de equacgao diferencial ordindaria. Uma func¢ao vetorial x : I — R", definida em
algum intervalo / C R tal que

(t,x(t)) € D,

para todo ¢ € [ e que satisfaz

(1) = f(tx(t)),

em [ é chamada de solugdo de z'(t) = f(¢t,z(t)) em I.
Quando n = 1, a equagdo diferencial 2'(t) = f(t,z(t)) é escalar. Para um n > 1 qual-
quer, a equagdo diferencial 2/(t) = f(t,x(t)) é, na verdade, um sistema de equagdes diferenciais

escalares, pois se, z(t) = (z1(t), ..., x,(t)), vemos que

f(t,:(](t)) = (fl(taxl(t>’ U 7xn(t))7 U 7fn(t7'r1(t)7 e 7$n(t)))
Deste fato temos,

Ill(t) = fl(t7x1(t)v cee 7$n(t))a
: (3.1)

xl (t) = fult,xr(t), ..., za(t)).

Dado (tg,z9) € D, uma fungdo = : I — R" definida em algum intervalo I C R que
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contém %, tal que

#(t) = fltad))

l’(to) = o

é chamada de solugio do Problema de Valor Inicial (P.V.I) e (o,20) é denominado dado inicial.

Este problema também € conhecido como Problema de Cauchy.

Definicdo 3.1 Uma funcdo f : D — R" definida num aberto D C R""! é localmente Lipschitz

em relagdo a segunda varidvel se para cada vizinhangca U C D existe L > 0 tal que

1f(t,2) = f(E)]] < Lz = yl|, (3.2)
para quaisquer (t,z), (t,y) € U.

A defini¢do acima € uma das hipéteses para o teorema de existéncia e unicidade a seguir.

Teorema 3.1 Suponha que a funcdo f : D C R" — R" seja continua e localmente Lipschitz.

Entdo, dado (ty, x¢) € D, existe uma tnica solugcdoy = x(t),y : I — R", ty € I satisfazendo

#(t) = f(tx(t)),

.Z‘(to) = ZIo-.

(3.3)

Com as hipéteses do teorema de existéncia e unicidade citado anteriormente consegui-

mos definir solu¢do méxima e intervalo maximal.

Definiciio 3.2 Uma solugdo x : I — R"™ de (3.3) chama-se mdxima, se para toda solugéo
y:1, >R talque I C I, e x(t) = y(t) parat € I, temos I = I,,. Consequentemente, x = y.

Neste caso I chama-se intervalo maximal.

Temos também que satisfazendo as hipéteses do teorema de existéncia e unicidade a

solu¢@o maximal € tnica.

Proposicao 3.1 Seja f : D — R" continua e localmente Lipschitziana em relacdo a segunda

varidvel. Entdo, dado (ty,x¢) € D, existe uma vinica solu¢cdo maximal x = ¢(t,to,xq) satisfa-

zendo (3.3).



30

Proposicio 3.2 Suponha que f : D C R" — R" seja continua e Lipschiziana. Dado
(to,z0) € D, entdo existe uma vinica solu¢do do sistema x' = f(t,x) passando por (to,xq) que

pode ser prolongada até o grdfico encontrar a fronteira de D.

Se x(t), A(t) e F(t) denotam, respectivamente, as matrizes

1 (t) ai(t) az(t) -+ aia(t) fi(?)
R R TR B N TOR Rl §
) blt) ) () fult)

entdo o sistema de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem

dmc}t(t) = an (H)z1(t) + ara(t)a(t) + ... + aw(t)zn(t) + f1(1),
dxc;t(t> = a9 (£)z1(t) + aza(t)2(t) 4 ... 4 agn(t)zn(t) + f2(1),
dx;t(t) = an1 (1) 21(t) + ana(t)2(t) + .o + ann(t) 20 (t) + fu(t),

pode ser escrito na forma matricial

dx(t)
dt

= A(t)x + F(t). (3.4)

Esse sistema é chamado de linear. Quando F'(t) = 0 para todo t € I, o sistema

= A(t)x (3.5)
é homogéneo. As equagdes (3.4) e (3.5) também se escrevem como z'(t) = A(t)x + F(t) e
2'(t) = A(t)x, respectivamente.

Proposicio 3.3 Sejam A(t), b(t) matrizes n X n, n X 1, respectivamente, de fungdes continuas

num intervalo 1. Para todo (ty,x¢) € I x R" existe uma tinica solugdo de

Z(t) = A(t)x +b(t),

I(to) = i

definidos em 1.
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3.2 ESTABILIDADE

Em seguida vamos enunciar resultados que explicam o comportamento geométrico das
solu¢des de um sistema de equacdes diferenciais ordindrias ndo lineares autonomo, isto é,
quando a fun¢do f do lado direito da equagdo abaixo depende apenas de x. A dinamica lo-

cal das solugdes do sistema
2'(t) = f(x(t)) (3.6)

¢ determinada pelos seus pontos de equilibrio e pela Linearizagdo da fun¢do f em torno dos
pontos de equilibrio. Com efeito, veremos que o problema ndo linear se comporta de forma

semelhante a um sistema linear da forma
2'(t) = Ax(t), (3.7

em uma vizinhanga do ponto de equilibrio.

Assim vamos definir trajetéria passando por um ponto.

Definicao 3.3 Uma solucdo maximal do sistema (@) de forma que x(0) = x é dita uma

trajetoria de f passando por x.

Vamos também definir ponto de equilibrio a fim de determinar a dindmica do sistema préximo

deles.

Definiciio 3.4 Um ponto xy € R" é chamado ponto de equilibrio ou ponto critico de ([3.6)) se
f(xo) = 0. Um ponto de equilibrio x é Hiperbdlico de @) se nenhum dos autovalores da

matriz D f (o) tem parte real igual a zero.
Utilizando como hipdtese intervalo maximal e trajetdria conseguimos definir fluxo:

Definicdo 3.5 Seja f : D C R" — R". Para cada para (t,x) tal que t € I(x) (intervalo
maximal da solugdo de (3.6) passando por © € R"), definimos p(t,x) = pi(x) = z(t), em
que x : I(x) — D ¢é a trajetdria de @) passando por x. Desta forma, podemos definir uma
aplicacdo ¢ : I(x) x D — R™, denominada fluxo. A derivada parcial temporal do fluxo satisfaz

a equagdo % =2'(t) = f(z(t)) = f(p(t,x)), para cada (t,x) € I(x) x D. Desse modo,
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a fungao fluxo p(t,x) de um campo nos dd uma informagdo global do comportamento de todas

as trajetorias do campo.

Introduziremos a seguir a no¢do de estabilidade de uma soluc¢do. Essencialmente, uma

solucdo do Problema de Cauchy
= f(tx)
xr (to) = i

onde z(t) = z, é uma solugdo de equilibrio. A solugdo de equilibrio € estdvel se todas as

solugdes que partem suficientemente proximas de zy se mantém préximas dessa solucdo.

Defini¢do 3.6 Seja f : D — R", D C R™. Seja P um ponto de equilibrio de ©' = f(z).

Dizemos que a solugdo serd

(i) estavel: se para toda vizinhanca U C D de P, existe uma vizinhanca V' C U tal que,

para todo x € V, a solugdo de @) estd definida para todot > 0 e p(t,x) € U, t > 0;

(ii) localmente assintoticamente estdvel se ele for estdvel e existir § > 0 tal que para todo

xo € D tal que ||zg — P|| < 0 = limy_,o @(t,z) = P;

(iii) globalmente assintoticamente estdvel se ele for estdvel e para todo xy € D temos lim;_,, ¢(t,x) =

P.

O préximo teorema da a condicdo para a estabilidade de uma equagdo =’ = Az com

coeficientes constantes.

Teorema 3.2 Seja A uma matriz quadrada. Entdo a solucdo no ponto de equilibrio da equacdo

2 (t) = Ax(t) é

(a) assintoticamente estdvel, se e so se, A tem apenas valores proprios com parte real nega-

tiva;
(b) instdvel, se e s6 se, A tem pelo menos um valor préprio com parte real positiva.

Definicao 3.7 Seja f : D — R", D C R" uma funcdo que possui derivadas parciais conti-
nuas em todos os pontos do seu dominio D, diz-se entdo que f é uma fungdo de classe C* e

representaremos esse conjunto por C*(D).
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O préximo teorema mostra que perto de um ponto de equilibrio hiperbdlico x, o sis-
tema nao linear (3.6) tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear associado (3.7)),
onde A = Df(xy). A demonstracao pode ser encontrada em Barreira e Valls (2012). O resul-
tado serd enunciado com o ponto de equilibrio sendo a origem no R", entretanto por mudanca
de coordenadas € possivel mostrar que o resultado continua valido para qualquer ponto de equi-

librio fora da origem.

Teorema 3.3 (Hartman-Grobman) Seja E/ um subconjunto aberto de R" contendo a origem,
seja f € CY(E) e ¢ o fluxo do sistema ndo linear (@) Suponha f(0) = 0 e que a matriz A =
D f(0) ndo possua nenhum autovalor com a parte real nula. Entdo, existe um homeomorfismo
H de um conjunto aberto U contendo a origem em um conjunto aberto V, contendo a origem,

tal que para cada x € U, existe um intervalo aberto Iy € R contendo 0 tal que todo t € I
H o py(wo) = " H (x0),

ou seja, as trajetdrias de ([3.6) préximas a origem sdo levadas em 1’ = Az préximas a origem

e o tempo é preservado.

A préxima defini¢ao fornece o segundo método de Lyapunov que estuda a estabilidade
de sistemas (3.6), em que f é de classe C'! e z( € o ponto de equilibrio de f. Para mais detalhes
veja Barreira e Valls (2012).

Defini¢ao 3.8 Dado zy € D com f(x¢) = 0, dizemos que uma funcdo diferencidvel V : D —

R é uma funcdo de Lyapunov para x se existe um aberto U C D contendo x tal que:
1. V(z9) =0eV(z) >0, parax e U\{zo}
2. V(z) <0, para x € U.

Uma fungdo de Lyapunov diz-se uma funcdo de Lyapunov estrita se podemos substituir a se-

gunda condigdo por V'(x) < 0 para x € U\{z}.

A existéncia de uma funcdo de Lyapunov (respectivamente, fun¢do Lyapunov estrita)
para um ponto da equagdo (3.6) permite estabelecer a estabilidade (respectivamente, estabili-

dade assintética) desse ponto critico.
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Teorema 3.4 Seja f : D — R" uma funcdo localmente Lipschitz num conjunto aberto D C R"
e seja xog € D tal que f(xqy) = 0.
a) Se existe uma func¢do de Lyapunov para x, entdo x € estdvel.

b) Se existe uma funcdo de Lyapunov estrita para x, entdo x é assintoticamente estdvel.

Agora vamos definir um conjunto positivamente invariante, uma das hipéteses do teorema a

seguir.

Definicdo 3.9 Um conjunto E C R" diz-se positivamente invariante em relagdo a ([3.6), se

para qualquer x© € E, ¢(t,x) € E, parat > 0.

Assim utilizando a defini¢do de conjunto positivamente invariante anunciamos o Principio de

Invariancia de La Salle.

Teorema 3.5 (Principio de Invaridncia de La Salle) Seja W C R™ um conjunto compacto
que é positivamente invariante com respeito a ¥’ = f(x). Seja V. : W — R wuma funcdo
continuamente diferencidvel tal que V'(x) < 0em W e E = {x €¢ W : V'(x) = 0}. Se M é
o maior conjunto invariante em E, entdo toda solucdo que comeca em W tende a M quando

t — o0.

Note que a fun¢@o de Lyapunov satisfaz a fun¢do V' do Principio de Invariancia de La
Salle.
No préximo teorema enunciamos um resultado de comparacio para sistemas de equa-

coes diferenciais, para isto, introduzimos a seguinte funcao.

Definicao 3.10 Um vetor v é dito ndo negativo (respectivamente positivo) se toda componente

v;,t = 1,....n, é ndo negativa (respectivamente positiva). Denotamos um vetor ndo negativo

(respectivamente positivo) por 0 << v (respectivamente 0 << v.)

Observacdo 3.1 Sejam u = (uy, ug, ... u,), v = (v1,v9,...,0,) € R" dizermos que v << u,

isto é v precede u é equivalente a dizer que u; > v;, 1,2,...n.

Teorema 3.6 Considere o problema de valor inicial

() = f(ta(t)), (3.8)
z(to) = o, (3.9
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emque f : [tg,T) X M — R™ é uma fungdo continua em t, # C R" é um subconjunto aberto,

0 € A e existe uma constante L > 0 tal que para todo u' " € Q C M,
‘|f(t7u/) - f(t7u//)H < LHul - U”H,t € [t()aT)u (310)

Seja u(t),t € [to, T) uma solugdo do sistema (3.8)-(3.9), se existe um vetor v = (vq,...,vy) :
[to,T) — A tal que v; € C e

V() << f(tw(t)),t € [to, 00),
entdo v(ty) << ug,ug € A, implica que v(t) << u(t),t € [to,T).
Demonstracao: Considere o seguinte sistema
2(t) = [f(t,z(t) + AE, 2(0) = uy, (3.11)

onde \ é uma constante e £ = (1,...,1)7. Para um intervalo compacto [t,,t;] temos que, para
todo € > 0 existe 0 > 0 tal que se A < J, entdo existe uma tnica solu¢do z(¢,\) definida em

t € [to,tl] €
12(£) — u(t)|[ar < €, ¥t € [to.t] (3.12)

em que a norma || - ||ps := maz{| - |,...,| - |} definido como o valor méximo dos componentes.

Inicialmente vamos mostrar que
’U(t) << Z(t,)\), te [to,tl]. (3.13)

Suponha que a afirmagdo dada em (3.13) seja falsa, entdo pode haver a,b € [to,t1] de tal forma
que para pelo menos umi € {1,...;,m}, ocorra v;(a) = z;(a,\), v;(t) > 2 (t,\) e v;(t) < z;(¢,\)
paratodo ¢ € (a,b], j #iej=1,..,m. Sejao conjunto m;(t) = v;(t) — z;(t,\). Pela discussdo

do Lema 2.5 em Khalil (1996) para um equacao diferencial escalar obtemos
Ug((l) > Z;(CL,/\) = fi(a,z(a,)\)) +A> fi(a,z(a,/\)), (314)

o que contradiz a desigualdade v'(t) << f(t,v(t)), desde que z;(a,\) = v;(a).
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Provaremos agora que v(t) << wu(t) para todo ¢t € [to,t;]. Novamente, suponha que essa afir-

magdo ¢ falsa, entdo pode haver a € (fy,t;] e pelo menos um 7 tal que v;(a) > u;(a). Tomando

€= (vi(a) ; ui(@)) e usando a equagdo (3.12)), temos

vi(a) — zi(a,\) = vi(a) — wi(a) + ui(a) — z(a,\) > €,

o que contradiz o fato de que v;(t) < z;(£,\) para todo t € [to,t;]. Assim mostramos que
v(t) << u(t) e concluimos que isso € verdade para ¢ € [t(,t;]. Se ndo fosse, tomemos 7" < oo
e A > 0. Daf resulta pela continuidade que v(t) << u(t) paratodo t € [to,T), vi(T) = u;(T)

ev;(t) > wu;(t), t € (T, T + A]. Entdo a mesma discussao para [to,t1]| vale para [to, T'.
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4 REVISAO DE LITERATURA

Nesta se¢do vamos estudar a dindmica da transmiss@o das doencgas infecciosas Brucelose
vista em Abatih et al. (2014) e Babesiose vista em Aranda et al. (2012), assim primeiramente,
vamos definir termos que serdo utilizados em ambos capitulos para a constru¢ao dos modelos a

serem estudados. Definindo:
a) Np populagdo total de bovinos que € dividida em trés subpopulacoes:

- Sp subpopulacio de bovinos suscetiveis;
- I subpopulagdo de bovinos infectados;

- Rp subpopulacao de bovinos recuperados.
b) A\ fracdo dos bovinos infectados que sao recuperados.

¢) Assumindo também mistura homogénea, ou seja, todos os bovinos suscetiveis t€ém a
mesma probabilidade de serem infectados e todos os carrapatos suscetiveis t€ém a mesma

probabilidade de serem infectados.

d) O tempo de incubagdo para infecgcao € 0. O tempo de incubagio € o periodo do momento

da infeccdo até o aparecimento dos sintomas.
e) O tempo de gestacdo é 0 e todos recém-nascidos sao considerados fértil.

Todos os parametros sao nao negativos.

4.1 MODELO BRUCELOSE

Nesta secdo vamos mostrar a dindmica da doeng¢a bovina Brucelose ao longo do tempo.
Vamos considerar a populacdo de bovinos nio constante. Assumindo a transmissao horizontal

direta e transmissdo vertical. E também definir:
a) up taxa de natalidade dos bovinos.

b) dp taxa de mortalidade dos bovinos.
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¢) [p taxa de transmissdo horizontal, por contato.

d) 7 taxa de mortalidade relacionada a doenca.

e) ¢ densidade dependente de reducdo de nascimentos.
f) preducdo de fecundidade em bovinos infectados.

g) -y taxa relacionada a perda de resisténcia.

h) p probabilidade de um suscetivel nascer a partir de um infectado, transmissao vertical.
Logo (1—p) é probabilidade de um infectado nascer a partir de um infectado. Os nascidos

de suscetiveis e recuperados, sdo todos suscetiveis.

O diagrama abaixo descreve a dinamica da doenga, considere r = up — ¢Np :

4y

—|,6’B|]—| AB '7%3

. ESB B
(1=p)pr AN

op ppr op+ 71 op

Utilizando as defini¢cdes e pressuposi¢des citadas anteriormente e de acordo com o dia-

grama obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias para a doenca Brucelose:

Spl
S/B = (MB_¢NB)[SB+RB+IB(1—p)p}_5BSB_|_7RB_BBN§ B
Sgl
I, = BBNi B+pp(MB—¢NB)IB—(T+5B+)\B)[B ) (4.1)

RIB = )\BIB_((SB+’Y)RB

Temos também que:
Np = (up — ¢N5)Np — (s — ¢Np)(1 — p)Ip — 715 — 65 Np

em que Sp,Ip,Rp e Np sio funcdes de t.
O sistema ¢ definido na regido:

T = {(Sp(t),I5(t),Rp(t)) : Sp(t) > 0, In(t), Rp(t) > 0,Sp(t) + I5(t) + Ry(t) < B2 53}.

¢

Proposicao 4.1 A regido I' definida acima é um conjunto positivamente invariante para o sis-

tema (4.1).
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Demonstracdo: Vamos mostrar que se (Sgp(0),/5(0),Rp(0)) € I entio
(Sp(t), I5(t),Rp(t)) € T, paratodo t > 0.

De fato, do sistema (.1]) temos:
Né(t) = S/B +I;3 +R/ = (/JB — ¢NB)[SB + Rp +IBp] — 53[53 + Rp —|—IB] —7lp

sabemos que pIp < Ig pois p < 1e Sp+ I+ Rp = Np. Assim temos,

Ng < (up — ¢Np)Np — épNp,

—Np — (15 — 0p)~— < —6. 4.2)

Multiplicando ambos os lados da inequagio (4.2)) pelo fator integrante e(*#~%5)* temos

%N]’ge(ug—ég)t + (MB _ 53);[_16(%—53)7? < _gbe(ﬂB—éB)t’
B

assim

-4
d {_e(uB B)t} < —gelrn—n)t,

dt Ng

Integrando ambos os lados, da inequagdo anterior

td [_G(MB—M?)S] /t
— | ————|ds < —elhB=0B)s g
/0 ds Np(s) ~—Jo ¢

desta forma

—eluB—0B)t 1 _¢6(MB—5B)75 +o
+ S
Ng(t) Ng(0) B — 0B
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—eluB—0B)t - _¢€(MB—5B)t +¢ 1
Np(t) =  us—9B Np(0)’

—elnB—0B)t - _NB(O)(Z)(e(MB—(sB)t _ 1) _ (NB _ 53)
Np(t) ~ (1B — 65)N5(0) ’

[ Np(0)p(ews =8t — 1) — (up — dp)

Np(t) — (s — 05)Np(0)elns—on)t ;

(NB _ 5B)NB(O)6(MB—6B)1S
Nelt) < 5 0)o(ei 5 — 1) = (ay = 3)

NO)(ps —08) _ 15— 08
5 N (0) ¢
MB;B, paratodo t > 0.

Logo temos tlim Np(t) <
—00

Temos que Np(t) <
Portanto a regido I' € um conjunto positivamente invariante.

|
A prova da existéncia de solugdo do sistema (4.1.1)) € andloga a que serd apresentada no

préximo capitulo da doenga Babesiose Bovina no modelo exponencial, Teorema [5.1]

4.1.1 Pontos de Equilibrio

O sistema (4.T)) possui pontos de equilibrio, Fy é o ponto livre da doenga e F; o ponto

endémico. Para obter os pontos de equilibrio igualamos o sistema a zero:

Sgl
(MB_¢NB)[SB+RB+[B(1—p)p]_5BSB+,.YRB_5BN§ B B
Sgpl
5BN§ B +pp(up — ¢Np)Ig — (T + 6 + AB)Ip _—

)\B]B_((SB+7)RB = 0.
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Considerando up > dg e ¢ > 0 obtemos o ponto de equilibrio livre da doenca

-0
Fy = (%TB,O,O). Considerando também Np, = Sp, + Ip, + Rp, e Np, > %B obte-
mos o ponto de equilibrio endémico F} = (Sp,, I,, Rp, ), dado por:
Np,
Sm = [(7 + 65 + Ap) + pp(dNp, — pip)],
B
Ng, (0 +7)
Ip, = : — (7405 + Ap) — ppPNp, + ,
B Bp(0n + + )\B)[BB (T+95 B) — Pp$Np, + ppis]
Aglp
R, = ——.
B 0B +

4.1.2 Razao de Reproducao Basica

A razdo de reproducgdo bdsica, Ry, é definida como o nimero infec¢des secunddrias
produzida por um infectado ao se introduzir em uma populacdo completamente suscetivel. R, é
um parametro limiar o qual Ry > 1 ocorre uma epidemia, Ry < 1 extin¢do da doengae Ry =1
ocorre uma endemia.

O Ry desse modelo para doenga Brucelose pode ser calculado por:

Sl
Iy = /BBNB =+ pp(is — $N5) s — (7 + 65 + Ap)Ip <0,
B
S
IB[ﬁB B +pP(MB _ QbNB) — (7’—{—5B —{—)\B)] < O,

Np

p“B — 0B
¢

substituindo o ponto livre da doenga Fjy = ( ,0,0) na expressdo acima temos:

p“B — 0B

¢ ))—(T+5B+>\B)<O,

Be + pp(ps — o(

B+ ppdp — (T +dp + Ap) <0,

Bp 4+ ppdp < T+ 0B + Ag,
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B+ ppis <1
T+ + Ap
0
Portanto a razao de reproducao basica é dada por Ry = M.
T+ (SB + )\B

4.1.3 Analise de Estabilidade

Teorema 4.1 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (Fy) é localmente assin-

toticamente estdvel.

Demonstracdo: De acordo com o Teorema [3.3] temos que o comportamento do sistema ndo
linear é 0 mesmo do linear préximo aos pontos de equilibrio, assim utilizando a linearizag¢do
temos a matriz Jacobiana para o sistema abaixo:

ailr G2 413

J(SB(t>a]B(t)aRB(t)): Q21 G22 (23

0 a3z ass

ﬁBIBSB - NBBBIB

sendo ay; = —¢(SB + RB + IB<1 — p)p) =+ (,uB — ¢NB> — (SB + N2 s
B
IS — N S
a2 = —¢(Sp + Rp + Ip(1 — p)p) + (1 — p)p(up — &Np) + Onls BN2 ol =
B
IS
a3 = —¢(Sp + Rp + Ip(1 —p)p) + (s — ¢NB) +7 + BB]\g E
B
- NBﬂB]B - BBIBSB
Q21 = N2 — ¢ppls,
B
N Sp — BglpS
gy = 505 BN2 BelpSs | pp(us — &(Sp + Ip + Rp)) — dppls — (T + 65 + Ap),
B
—BrlgS
g3 = % — ¢pplp, azs = Ap, azz = —(0p + 7).
B
Logo,

—pup+90p —pp+9dp+ (1 —p)pdp— P —pp+20p+7
J(Fy) = 0 Bp +ppdp — (7 + 05 + Ap) 0
0 AB —(0p+7)
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Temos que
det(J(Fo) — A) = (—p + 05 — A\)(B + ppdp — (T + 05 + Ap) = A)(=(6 +7) — A) = 0.

Assim \; = —pup + 05 < 0, pois up > dp, Ao = B + ppdp — (T + 0 + Ag) < 0 pois
Ry < 1leX3 = —(dp + ) < 0. Como todos os autovalores possuem parte real negativa Fy é

localmente assintoticamente estavel.

Teorema 4.2 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (Fy) é globalmente assin-

toticamente estdvel.

Demonstracao: Considere a funcdo de Lyapunov:

[(Sp — Sp,) + Ip + Rp|” N (1-p)I3 N TRE

w.r R, W =
- K, 2 2pp 2)\p
-9
Temos que W é continuaem I, W (Fy) = 0e W > Ose (Sp,I5,Rp) # (MB 5 B,O,O).
Derivando W, obtemos:
1— R
W'=[(Sp — Sg,) + Ip + Rp|[SE + I3 + Ry] + ( ppp)IBIjg + T)\—BRQB
B
W' = [(Sg— Sg,) + I+ Rpll(us — ¢Ng)Ng — (up — ¢Ng)(1 — p)Ip — T1p — 05 Ng]
(1 - P) BBSB[% 2 2
+ [ +pp(p — ¢Np)lp — (T + 65 + A)13]
pp Np

+ TRBIB — (53 + ’Y)R%L
AB
Substituindo pug = ¢Spgo + B:

W' = [(Sp — Sg,) + Ip + Rp)[—¢Ng((Sg — Spo) + I + Rp)

_ 2
+ ¢(1—p)Ip((Sp — SB,) + I+ Rp) = dp(1 — p)Ip — 7Ip| + (1= p)BsI5Ss

ppNB
2 2 (1-p)I3
— o((Sp = Sp,) + Ip+ Rp)(1 — p)Ig + 05(1 — p)p — (T + 05 + Ap)————

+ TRBIB — (53 -+ ’}/)RZB)\L,
B
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W' = —[(Sp—Ss,) + In+ Rp|*[¢(Sp + Rg) + ¢pls) — (Ss — Sp,) (T + d5(1 — p))
- 5BIBRB(1 - p) - fé[T + cb(SB - SBO)(l - P) + ¢(1 - P)(IB + RB)]
2 T (1— P)I%
_ T((SB—F'Y)RBE—W—NB[(T‘i‘(;B‘i‘)\B)NB—ﬁBSB]

T2
Adicionando e subtraindo 2 Sp(1 — p) 1

ppNB
W' = —[(Sp—Sp,) + Is + Re|*[¢(Sp + Rp) + ¢plp] — (S — Sp,)I5(T + dp(1 — p))
— 0plpRp(1 = p) — I3[T + ¢(Sp — Spo)(1 — p) + ¢(1 — p)(Is + Rp)]
o 7 (1—p) IS Ip + Rp
— 7(0p+ V)RBE - W—NBKT + 05 + )\B)S—B
+ (74 06+ A) — B — ppdsl,
W' = —[(Sg— Sg,) + Iz + Rp*[¢(Ss + Rp) + ¢plp] — (Sp — Sp, ) (T + 65(1 — p))
— 0plgRp(1 —p) — Ip[T + ¢(Sp — Spo)(1 — p) + (1 — p)(Ip + Rp)]
1— p)I%S I R
— (6p+ V)R%é - %[(r + 65+ AB)%BB + (7405 + Ap)(1 — Ry).

Como Ry < 1 temos que W’ < 0. Logo W' = 0se Sg = Sp,, Ip = Ip, ¢ R =
Rp,, ponto de equilibrio livre da doenga. Portanto pelo Teorema de La Salle F{, é globalmente

assintoticamente estavel.

Teorema 4.3 Se Ry > 1 entdo o ponto de equilibrio endémico (F}) é globalmente assintotica-

mente estdvel.

Demonstracao: Considere a fung¢do de Lyapunov V : I' — R, tal que

[(Sp — SB,) + (Is — In,) + (R — Rp,)]*  (1—)p)
vV o= 5 + o [Ip —Ip, — IBJ”(EH
7(Rg — Rp,)*

2\p

Temos que V' é continnaem I, V(F}) =0eV > 0se (Sg,I5,Rp) # (SB,,I5,,R5,)-
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Derivando V, obtemos:

V= (S5 55+ s~ In) + (R — RIS + 1y + ) 4 (2L =)l
7(Rp — Rp, )Ry
AB
V' = [(Sp—SB,)+ (Up—Ip)+ (Rs — Rp,))[(us — 05)Np — ¢Nj,

N (1-p)Us —1Ip) [5353

— (us — oNp)(1 — p)Ip — 71p] o N, +pp(up — $Np)
— <T+5B+/\B)]—|—T(Rﬁ>\—;RBl)[>\BIB— (5B+’7)RB]
V' = [(Sp—SB,)+ (Is—1Ip,)+ (Rz — Rp,)|[(us — 05)Np — ¢ N

1—p)(Ip — Ip,) BsS
(s — N1 — ) — 71 4 LU ) B85
pp Np
(0 +
— (T + 65 + )\B)] + T(RB — RBl)IB — %(RB — RBl)RB-
B
Utilizando as igualdades:
Sp,
(T+dp+Ag) = B]BV b + pp(pus — ¢Np, ),
B
\glp
) = =7
( B + /Y) RBl b
In, I
(u —05) = ¢Np, + (up — ¢Np,)(1 —p) T T
Np, | Np,
Obtemos que:
/ ‘[ 1
V' = [(Sp—SB,)+ (Ip—Ip)+ (R — Rp,)][¢Np, Np + (15 — ¢Np, ) Np(1 — p) NZ
I
+ TNBN? — ¢Ng — (g — 0Np)(1 — p)Ip — 715
(1—p)Ip—Ip,) BBSB BBSB,
o [ N, + pp(B — ®Np) No, pp(us — ¢Np,)]

’7']31

Rp,

+ 7(Rp — Rp,)Ip — ——(Rp — Rp,)Rs.
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Dai,
V' = (Np— Ng,)[—¢Np(Np — Np,)Np + NTB (I,(Np — Np,) = Np,(Np — Np,))
1 _
+ ( N p) (ulp, (N — Np,) — upNp(Ip — Ip,) + ¥NpNp,(Ip — Ip,))]
1— Ip—1
+ Pl — p)UUs — Ie,) [N, (S — SB,) — SB,(Np — Np, )]
ppNpNp,
I
— (1=p)o(Ip —Ip,)(Ng — Np,) + 7(Rp — Rp,)(Ip — Ip,) — %BBI (R — Rp,)*.

Utilizando a igualdade Ny — N, = (Sp — Sp,) + (Ip — Ip,) + (R — Rp, ), obtemos que:

‘[ 1
V' = —(Np—Np)*[~6Np + NJZ (7 4+ ps(l = p)] = (Ip — Ip,)(Np — Np,)[7
1
Bp(l1—p)Sp,  Br(l—p)
+ (1- — ¢Np) + (1 —p) + —
(1= p)(up — ¢Np) + (1 —p) oo N N, ooNa
71p, 2 2»B5(1 = p)
_ _ (In — [p 2B
Ry, (R — Rp,)” — (I — I,) Do
Be(1—p)
— (Up—1Ip)(Rp—Rp,))|————=—7
(Ip —Ip,)(Rp — Rp, )| Do ]
NN 1—
Logo V'’ s PENE (r+pus(1—p), 7+ 1= pup > (1—p)¢NB+M
Ip, ppNs
1 —
e M > 7. Combinando as desigualdades e subtraindo a expressdo por /g, assim con-

ppNp
cluimos qu Ry > 1. Note que V' = 0 se S = Sp,, Ip = Ip,, Rg = Rp, assim pelo Teorema

de La Salle o pondo de equilibrio endémico F} é globalmente assintoticamente estavel.

4.1.4 Simulacio Numérica

Para realizar as simulacdes numéricas do modelo Brucelose utilizamos duas condi¢des
iniciais e taxas de razdo de reproducdo basica Ry > 1 e Ry < 1 e também parametros fixos
dados pela Tabela ]

Nas Figuras [2| e 3| demonstram a convergéncia para o ponto livre da doenca. A taxa de
reproducdo basica estimada para esses casos foi menor que um, ou seja, g = 0,12 e Ry = 0,95,

respectivamente. As figuras indicaram que um aumento no R, de 0,12 a 0,95 teve o efeito de
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Tabela 1 — Parametros para simulacdo numérica da doenga Brucelose com populag@o de bovinos
ndo constante

Parametros  up [0) OB AB p D ¥ T
Valores 0,42 0,00004 0,04 0,5 0,5 0,1 0,2 0,05

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em Abatih et al. (2014).

g %103 103

38 e SB
1B B
RB RB
NB NB

DD 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 DD 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figura 2 — Dindmica da populacdo de Figura 3 — Dinamica da populacdo de
bovinos quando bovinos quando
Ro =0,12, B = 0,05. Ry =095, 5 =0,5.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

aumentar ligeiramente o tempo em que a populacdo infecciosa se aproxima de zero. Além
disso, apds variar os valores iniciais mais longe do equilibrio livre da doenga, as solu¢des ainda
convergiram para o ponto livre da doenca confirmando a proposi¢do de estabilidade global

Figuras @] e 5]

%10° %10%

1B ]
RB RB
i y NB 8 NB

1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figura 4 — Dinamica da populacdo de Figura 5 — Dinamica da populacdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry = 0,12, B = 0,05. Ro =0,95, B = 0,5.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

A ponto endémico é representado nas Figuras|[6|e[7com valores de R, de 3,3 e 10,7, res-
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pectivamente. Neste caso, um aumento no ndmero de reproducdo bdsica teve o efeito de reduzir
o numero de bovinos susceptiveis e aumentar o nimero de bovinos infectados. Observou-se

que, independentemente das condi¢des, as trajetdrias convergiram para o equilibrio endémico
Figuras[§e 9]

%10° %10%

10 10
e SB SB
9 B ¢ 8
RB RB
i NB 8 NB
7 7
8 6
] 5
4 4
\
\
2 2t
1 N 1
0 ]
1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 o] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figura 6 — Dinamica da populacdo de Figura 7 — Dinamica da populacdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry =33, =18. Ry = 10,7, Bp = 5,8.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
it %10° 5 «10°
- SB |- SB
9 B 8 8
RB RB
8 NB 7 NB

1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Figura 8 — Dinamica da populacdo de Figura 9 — Dinamica da populacdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry =33, g =1,8. Ry = 10,7, Bp = 5,8.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

4.2 MODELO BABESIOSE

Neste Capitulo vamos analisar o modelo da doenca bovina Babesiose, vamos considerar

populacao constante ao longo do tempo. Usando as defini¢Oes anteriores e teoria de modelagem
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através de modelos compartimentados, assumindo a transmissao horizontal indireta e 100% da

transmissdo vertical nos bovinos, definindo:
a) N¢ populagao total de carrapatos.
b) Sc subpopulagido de carrapatos suscetiveis.
¢) I subpopulagdo de carrapatos infectados.
d) ap fracdo de bovinos recuperados que voltam a ser suscetiveis.
e) up taxa de natalidade e mortalidade dos bovinos.
f) uc taxa de natalidade e mortalidade dos carrapatos.
g) [p taxa de transmissdo horizontal da doenca, bovino picado pelo carrapato infectado.
h) B¢ taxa de transmissdo horizontal da doenca, carrapato infectado pelo bovino.

1) p probabilidade de um carrapato suscetivel nascer a partir de um infectado, transmissao
vertical. Logo (1 — p) € probabilidade de um carrapato infectado nascer a partir de um

infectado.

Assim obtemos o diagrama que descreve a doenca Babesiose.

po(

De acordo com o diagrama obtemos um sistema de equacdes diferenciais ordindrias que

representa a dindmica da doencga Babesiose:
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_ _ _ _ _ _ ]
Sp = ws(Sp+ Rp)+apRp — upSp — 5BSBN—C
_ c
_ _ 7 _ _
Iy = pplp+ BpSp—— pplp — A\plp
N¢

RIB = )\B[_B_ [/LB"‘O(B]RB

_ _ _ _ T _

Se = pe(Sc+ple) + BCSCN—B — peSc
_ B

_ T _ _
I = BCSC—NB + (I =puclc — pele.
B

\

Simplificando o sistema temos:

. _
_ _ _ T
S’ = (up+ap)Rp — 5BSBN—C

_ c
— — [C —
I = Sp—= — A\gl
B BB By, ~Asls
R/B = )\B]_B_[NB“—O[B]RB
_ _ _ ]
S = peple = foSew
_ B
_ T -
Io(t) = BeSo—= — pucle.
\ Np

A populacao de bovino é considerada constante:
N}y = S+ Iy + Ry = 0.
O mesmo vale para populacdo de carrapato:
N, =S8, +1,=0.
Inserindo a mudanga de varidvel no sistema anterior
I g Fag S

S I
CL Rp =225 o= ==

S = = — = = —=
57 Ng Ng Ng N¢ Ne

e dividindo as populacdes constantes de bovinos e carrapatos por Nz e N¢ respectivamente,
obtemos:

SB+IB+RB:1 € SC+]C:1
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Logo obtemos um sistema equivalente ao anterior:

(

Sp = (up+ap)(l—5Sp—1Ip) — BSplc
Iy = BpSplc — Aslp
—(Sp+1p) = Aplp— (up+ap)(l—Sp—Ip)
—It. = peple — feSclp
It = Be(l—1Ic)lp — pcplc.

\

Note que a terceira equagdo é combinacao linear das duas primeiras equagdes e a quarta
equacdo € multipla da quinta. Logo temos um sistema equivalente que descreve a dindmica da

populacao de bovinos e carrapatos, dado por:

Sy = (up+ap)(l—Sp—Ip)— BpSplc
Iy, = PBeSplc — Aplp (4.3)
I, = Be(l—=1c)Ig — peple,

definido na regido A = {(Sg, Ip,Ic) : 0 < Sp+ I < 1,0 < I < 1}.

Proposicao 4.2 A regido A = {(Sp,Ip,Ic) : 0 < Sp+ 1p < 1,0 < Ic < 1} € um conjunto

positivamente invariante para o sistema (4.3)).

Demonstracdo: Vamos mostrar que se (Sp(0),/5(0),/c(0)) € A, entdo
(Sp(t),Ip(t),Ic(t)) € A, paratodot > 0.

De fato, do sistema (4.3) temos

Ség‘i‘[ﬁg = (LLB—I—OéB)(l — Sg —IB) — A\glp,

< (us+ap) = (us +ap)(Ss + Ip).
Dai
Sy + I < (up + ap) — (up + ap)(Sg + Ip). (4.4)
Multiplicando ambos os lados da inequacdo pelo fator integrante e(#8+5)t vem

eleton)t(Gr 4 1oy 4 eWsten)t(yp 4 ap)(Sp + Ig) < eWetoB)l(Lp 4 ap),
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d
7 [e(“B+O‘B)t(SB +1p)] < eWsten)l(p + ap).

Integrando ambos os lados, da desigualdade anterior

t d t
/ d—e("B*“B)S(SB(s) + Ip(s))ds < / eWBHaB)s (1 p 4 o p)ds.
o as 0

Logo,

e(ﬂBJFaB)S(SB(S) + [B(S))’6 < e(ﬂB+QB)5|6.

Desta forma,
et (Sp(t) + Ip(t)) — (Sp(0) + I5(0)) < eltamt —1,
Assim pelo fato de 0 > e~ (kptap)t < 1,¢ > 0, segue que
Sp(t) 4+ Ig(t) < e~ W)t (S5(0) + Ip(0) — 1) + 1.

Logo temos que

Sp(t) + Ip(t) < 1.

Agora mostraremos que S + /5 > 0. De fato, do sistema (#.3) temos que

SIB+I/B = (MB+OCB)(1 —SB _IB) —)\B[B,

Z (,UB + OéB) — (,LLB +ap + )\B)(SB + [B)-
Dai,

Sp+1p > (s + ag) — (s + ap + Ap) (S + Ip).
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4.5)

Multiplicando ambos os lados da inequacdo (4.5) pelo fator integrante e(#stas+An)t

vem

s tan A (G 4 [1) + eWstestro) (1 p 4 ap 4+ Ap)(Sp + 1) > eWstes )l (1 p 4 ap).
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Assim, temos

% [e(uB+aB+AB)t(SB + [B)} > €(MB+aB+>\B)t(MB + OéB)-

Integrando ambos os lados, da desigualdade anterior

d

t t
/ d—e(“BJrO‘B“B)S(SB(s) + Ig(s))ds > / eWBTaBTAB)S (1 p 4 () ds.
o ds 0

Logo,
e(uBJrozBJr)\B)S (,UJB + aB)

B +ap+ Ap

(0000 (5 () + In(s)) s =

o

Desta forma,

(BB+ABHABI (G (1) 4 [n(t)) — (Sn(0) = In(0)) > (15 + asB) (up+ap+Ap)t _ |
: (a(0) + 1n(0) — (S5(0) + 15(0)) > — 200 )

Assim pelo fato de e~ (wptap)t < 1,t > 0, segue que

Sp(t) + Ip(t) > (5 + )

= B +ap+ A\ (1 — e*(ﬂBJraBJr)\B)t) + (SB(O) + ]B(O))Q*(MB+aB+)\B)t'
B B B

Logo temos que
Sp(t)+ Ip(t) > 0.
Mostraremos agora que /¢ (t) < 1. Do sistema (4.3)), vem
I = Be(l—1Ic)p — peple

Be(l —1c) — peple

< (Be + pep) — (Be + pep)le.

IN

N

Dai,
Ie + (Bo + pep)le < (Be + pep).

Fazendo (5¢ + pep) = m e multiplicando ambos os membros da ultima desigualdade

pelo fator integrante ™, de forma semelhante ao passo anterior, segue que

Io(t) < 1.
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Mostraremos agora que I¢(t) > 0. Do sistema (4.3)), vem

It = Be(l—1p)Ip — peple

> —peplc.
Assim temos
It + peple > 0.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima pelo fator integrante e“c?!, obte-

mos
]/Ceucpt + Mcpjceucpt > 0
% [eucpt[c} > 0
Integrando ambos os lados, da desigualdade anterior
bd
/0 E[e"cpsl(s)]ds > 0.
Logo,
e"P* I (s)|h > 0.
Desta forma,

[C(t)eucpt — Ic(()) > 0
[C(t)eucpt Z IC(O)
Ic(t) Z ]C(O)G popt

Logo I > 0.
Portanto, temos que A é um conjunto positivamente invariante.

|
A prova da existéncia de solug¢do do sistema (4.3) é andloga a que serd apresentada no

modelo exponencial da doenca Babesiose Bovina, Teorema [5.1]
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4.2.1 Pontos de Equilibrio

Para obter os pontos de equilibrio igualamos o sistema (4.3)) a 0, ou seja, S = 0, [; =
0, I, = 0, assim obtemos os pontos de equilibrio, Gy = (1,0,0) que é o ponto livre da doenga e

G1 = (SB,,IB,,1c,) que é o ponto de equilibrio endémico, dado por:

Ag(ap + up)Be + (ap + pp + Ap)Appcp

S5, Belas(Be + Ag) + Apup + Be(As + 1iB)]
Iy = (us + aB)(BeBc — Apucp)

' Belap(Bs + Ag) + us(Be + A) + Apfp]
I, (uB + aB)(BeBc — Appcp)

BeBelap + pup) + (up + ag + A)Bppcp

4.2.2 Razao de Reproducio Basica

Podemos calcular a razdo de reproducdo bdsica, o Ry, através da matriz Jacobiana pelo
método visto em Martcheva (2015). De acordo com o Teorema [3.3|temos que o comportamento
do sistema ndo linear € o mesmo do linear préximo aos pontos de equilibrio, assim utilizando a

linearizagdo temos a matriz Jacobiana para o sistema (4.3)) abaixo:

—(up+ap+ Bple) —(up+ ap) —BBSB(1)
J(SB(t),1p(t),Ic(t)) = Blc(t) —AB BeSB(t) )
0 Bo(1—1c(t)) —Ip(t)Be — pep

Logo, aplicando o ponto livre da doenca na matriz jacobiana:

—(pus +ap) —(us+ap) —PBg
J(Go) = 0 —AB Bp
0 Be —fcop

Temos que o det(J(Go) — Aly) = 0:
—(up+ap) = A —(up+ap)  —Pp
0 —Ap — A BB
0 Be —fcp — A
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—Ap — A Br
Be —pep — A

Portanto de acordo com o método para calcular a razao de reproducdo bésica visto em
Bebe

Martcheva (2015) temos que Ry = 3 .
BHCP

4.2.3 Analise de Estabilidade

Teorema 4.4 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (Gg) é localmente assin-

toticamente estdvel.

Demonstracao: Como foi visto no célculo do R, temos que

det(J(Go) — Ma) = [= (1B + ap) — N[N + MAs + pep) + peprs(l — Ro)] =0

Logo os autovalores obtidos de det(J(Ggy) — Al;) = 0, sdo

A = —(pB+ ap),

N = —(Ap + tep) + /(A — uep)? + 48s08¢c
2 )

Ny — —(AB + pep) — /(As — pep)? + 486
5 .

E fcil ver que Re(\;) < 0 e Re(\s) < 0. Por outro lado, para )\, temos

(A — pep)® +48sBc = (Ap + pep)® — 4pucprs — BeBe)

< ()\B + Mcp)2.

Portanto, Re(\;) < 0. Como a parte real dos autovalores é negativa entdo o ponto de equilibrio

livre da doenga (G € localmente assintoticamente estavel.
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Teorema 4.5 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio (Gy) é globalmente assintoticamente

estdvel.

Demonstracao: Inicialmente vamos fazer a mudanca de varidvel no sistema (4.3)) para

mover até a origem do sistema de coordenadas o ponto de equilibrio livre da doenga.

Xp(t) = 1-2Sp(1),
Sp(t) = 1-Xp(t),
Xp(t) = —Sp(t).

Substituindo no sistema (&.3)), temos

Xp(t) = —(up+ap)Xp(t) + (us + ap)lp(t) + Be(1 — Xp(t))Ic(),
Ipt) = Be(t)(1 — X5(t)Ic(t) — Aplp(t), (4.6)
Ie(t) = Be(1 = Ic(t)Ip(t) — peplc(t).

Por outro lado, considere V' : A — R, definida por

V(t) = V(Xp(t).I(t),Ic(t) = Bolp(t) + Aplo(t).

Mostraremos que V' é uma fungdo Lyapunov. De fato, é facil ver que V' € C1(A), entdo

VI(Xp(t),Ip(t),Ic(t)) = Bobplo(t) — BeBpXp(t)Ic(t) — BeAplr(t)
+ApBelp(t) — ApBelo(t)Ip(t) — Appucple(t)
= (BeBs — Appep)lo(t) — BeBpXp(t)Ic(l) — ApBclo(t)Is(1)
= Ic(t)(BcBs — Appep — BeBeXp(t) — ApBelp(t)).

Usando a hipétese Ry < 1, temos que Sp5c — Appcp < 0,logo V'(t) < 0 o que implica que
V (t) é uma fung@o Lyapunov.

Por outro lado, com o objetivo de aplicar o Teorema de La-Salle, temos que encontrar o
maior subconjunto invariante contido em V'(Xp5(t),I5(t),Ic(t)) = 0.

Pela célculo acima, vemos que hd duas possibilidades, Io(tf) = 0 ou
BeBr—pep—BebpXp(t) —ApBclp(t) = 0. Como a segunda possibilidade ndo pode ser zero,

entdo a tnica op¢do é I (t) = 0. Portanto, obtemos que o conjunto em que V'(X 5 (t),I5(t),Ic(t)) =
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0 e dado por {(Xp5(t),I5(t),Ic(t)) : I(t) = 0}. Com isso concluimos que o ponto de equilibrio
livre da doenca (G) € o maior subconjunto invariante em {(Xp(¢),/5(t),Ic(t)) : Io(t) = 0}.

Portanto o ponto de equilibrio (Gy) é globalmente assintoticamente estdvel.

4.3 Simula¢do Numérica

Para realizar as simulagdes numéricas, levamos em conta que 60% dos carrapatos sdo
infectados pelo Babesia, aproximadamente 51,84% da populag@o bovina sio infectados por Ba-
besia, apenas 10% € controlado e a transmissdo vertical € de 90%. Assumimos como condi¢do
inicial Sp(0) = 0,3756, I5(0) = 0.5184, I(0) = 0.60.

Na primeira simulacdo, consideramos que a propagacdo da Babesiose na populacdo bo-
vina e a populagdo de carrapatos estd em equilibrio, ou seja, as propor¢des de bovinos sus-
cetiveis, bovinos infectados e carrapatos infectados sdo positivas e constantes durante todo o
tempo.

Para realizar as simulagdes numéricas foram utilizados os parametros dados pela Tabela

2l

Tabela 2 — ParAmetros para simulagdo numérica da doenca Babesiose bovina do modelo com
populacdo constante

P. 1B e AB ap P BB Be
V. 0,0002999 0,001609 0,000265 0,001 0,1 0,00061 0,00048

Fonte: Aranda et al. (2012).

A estabilidade ecoldgica pode ser vista na Figura Os autovalores da Matriz Jacobiana
sdo todos negativos, (—0,7489, —0,7480, —0,7058). Portanto, pelo Teorema o ponto de
equilibrio é localmente assintoticamente estdvel. (I0). A taxa de reproducéo basica usada foi
Ry =6.8.

Aqui n6s simulamos um quadro em que a transmissdao da Babesia é desacelerada com
B = 0,0003. Os outros pardmetros permanecem constantes durante todo o tempo de modo que
Ry < 1. Tomamos R, = 0.33. A Figura (II]) mostra que a solugéo do sistema se aproxima do

ponto de equilibrio livre da doencga.
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Figura 10 — Estabilidade Ecoldgica g = 0.00061, S = 0.00048, g = 0.001.

Fonte: Da autora.
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Figura 11 — Dindmica quando Ap = 0.0265 e p = 0.5
Fonte: Da autora.

Os autovalores da matriz Jacobiana sdo negativos, (—0,0265, — 0,0013, —0,0008). Por-
tanto, pelo Teorema o ponto de equilibrio livre da doenga € localmente assintoticamente
estavel.

N6s simulamos o efeito de condi¢des iniciais diferentes em uma situagdo com alta trans-
missdo da Babesia na populagdo bovina, com S > 0.005, alta transmissdo vertical na popula-
cdo de carrapatos, com p = 0.1 e Ry = 67.54. O restante dos parametros sao constantes para

Ry > 1. Isso pode ser visto nas figuras (12)) e (13).
Os autovalores da matriz Jacobiana sdo negativos, J(0,0498; 0,7893; 0.70) = (—0,0014;

— 0,0014; —0,0037). Portanto o ponto de equilibrio endémico é localmente assintoticamente

estavel.
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0,3756, I5(0) = Sp(0) =0,70, Ip(0) =
0.5184, I-(0) = 0.60. 0.10, I=(0) = 0.20.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Observe nas figuras (12)) e (I3)), que embora as condi¢des iniciais sejam diferentes, a so-
lucdo do sistema converge para o ponto de equilibrio endémico (Sg, I5, I¢) = (0,0498;0,7893;0.70),

o que verifica os resultados tedricos obtidos.
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5 MODELO BABESIOSE POPULACAO NAO CONSTANTE

Nesta secdo vamos apresentar dois modelos para Babesiose, um modelo do tipo ex-
ponencial e um modelo do tipo Lokta Volterra, ambos com a populacido de carrapatos nao
constante. Vamos exibir os pontos de equilibrio, a razao de reprodugio bésica, estabilidade e

também realizar simulagao numérica de ambos.

5.1 MODELO EXPONENCIAL

Modelo para doenga Babesiose bovina considerando a populacao de carrapato ndo cons-
tante ao longo do tempo, assim as taxas de natalidade e mortalidade sdo consideradas diferentes
Lo € Oc, respectivamente. Também sdo adicionadas ao modelo uma taxa de agente quimico 7 e
uma taxa de recrutamento de suscetiveis na populacdo de carrapato £. Utilizando as defini¢des
e pressuposicoes vistas no modelo anterior da Babesiose, obtemos o diagrama que descreve a

dindmica da doenca da Babesiose Bovina:

apRp

I
up(Sp+RB) Hg 6BSBﬁ%

=

1= |

T Apl

1BSB pslp pupRp
13
uc(ScH\p)‘yS—y 5‘3501{% 7 e

C C

nSc dcSc pe(l —p)le nlc

De acordo com o diagrama temos um sistema de equacdes diferenciais ordindrias que
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modela a dindmica da doenca Babesiose:

( / - BBSBIC
SB = [LB(SB+RB)+QBRB—;LBSB— NC

BpSelc
N,

Iy = pplp+ — uplp — Aplp

Ry = Xglgp— (up+ap)Rp

Scl
St = &4 pe(Sc +ple) —6cSc — BCNC B nSe
Scl
[6 = (1—]?)/10[0—(50[04- BC ¢’ b —77[0.
\ NB
Simplificando o temos um sistema equivalente:
( Sgl
Sjg = (HB"‘O‘B)(NB_SB_IB)_ﬁBNi ¢
1
I/B _ 53]‘5]3 C i )\B]B
\ ¢ BeSclp .1y
Se. = &+ pe(Sc+ple) —0cSc — S nSc
Scl
I,C = (1—]))#0[0—50]04— 60 c’B —77]0.
\

Hipoéteses do modelo:

e 1o —dc —n < 0 (taxa de nascimento menos a taxa de mortalidade é menor que a taxa de

agente quimico),
o No(0)(uo —dc —n) +£ >0,
[ ] NB S Nc(O)

E temos também que N(.(t) = £ + (uc — ¢ — n)Ne.
O sistema (5.1) é definido na regido ¥ = {(Sp(t),I5(t),Sc(t),Ic(t))

0 < Sp(t) + In(t) < Np,0 < Se(t) + Io(t) < Ne(0) — ﬁ}.

Proposicdo 5.1 A regido ¥ é um conjunto positivamente invariante para o sistema (5. 1)).

Demonstracdo:  Vamos mostrar que se (Sgp(0),/5(0),Sc(0),Ic(0)) € 3, entdo
(Sp(t),Ip(t),Sc(t),lc(t)) € X, para todo t > 0.

De fato, do sistema (5.1)) temos

Sg+1Iz = (up+ap)(Ng— Sg—1Ip) — A\glp,

< (,UB + OéB)NB — (,UB + ozB)(SB + [B).



63
Dai,
Sp+1p < (s + ap)Np — (up + o) (Sp + In). (5.2)
Multiplicando ambos os lados da inequacdo pelo fator integrante e(#5+*5)t vem
eWstan)t(Sy 4 Ip) + ep o) (g + ag)(Sp + 1) < W) (g + ap)Np.
Disto segue que

d
y [e(uBJraB)t(SB +1p)] < erstan)t(p 4 ap)Np.

Integrando ambos os lados, da desigualdade anterior

t d t
/ d—e(“B+aB)S(SB(S) + Ip(s))ds < / eWBTOB)S (1 4 ag)Npds.
o ds 0

Logo,

e(MBJraB)S(SB(S) + ]B(S))|6 < e(#B+aB)sNB’6_

Desta forma,
e teB)t(Gp(t) 4+ Ip(t)) — (Sp(0) + I5(0)) < eWsToB)N, — Np.
Assim, pelo fato de e~ (kptap)t < 1,t > 0, segue que
Sp(t) + Ip(t) < e eten)(Sy(0) + I5(0) — Np) + Np.

Logo temos que

Sp(t) + Ip(t) < Np.

Agora mostraremos que Sp + /5 > 0. De fato, do sistema (5.1)) temos

SIB—FIIB = (/LB—FOéB)(NB — Sz —[B) — Aglp,

> (up+ap)Ng— (up +ap+ Ag)(Sp + Ip).
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Assim

SlB—l—IlB > (MB"’OéB)NB_(NB+CYB+)\B)(SB+[B)- (53)

Multiplicando ambos os lados da inequacio (5.3) pelo fator integrante e(#s+as+An)t

vem
e (ptan ARG 4 [y 4 elts s AR (1 p 4 ap + Ap)(Sp + Ip)
> 6(u3+aB+AB)t(MB + ag)Ns.
Portanto,
% [6(u3+aB+AB)t(SB +[B)} > e(MB+aB+/\B)t(luB + ap)Np.

Integrando ambos os lados, da desigualdade anterior temos

t t
/ die(“BMBHB)S(SB(s) + Ip(s))ds > / eWB s TAB)S (1 4 ) Npds.
0o a@s 0

Logo,

e(uB-i-OéB)S(,uB + aB)NB ‘t

(np+ap+AB)s S t
e s)+ Ig(s > .
( B( ) B( ))’0 = 1B g )\B 0

Desta forma,

+OZB)NB
(B+astAB) (G (1) 4+ To(t)) — (Sr(0) + I~(0)) > (15 (kptap+AB)t _ 1Y
c (S5(1) + I(1)) ~ (S5(0) + In(0)) > PEZS0TE (¢ )

Assim, pelo fato de e~ (kptap)t < 1,t > 0, segue que

(1B +ap)Np
U +ap+ A

Sp(t) + Ip(t) > (1— e*(uBJraB)t) + (S5(0) + [B(O))ef(u3+a3)t‘

Logo temos que
Sp(t) + Ig(t) > 0.

§

Mostraremos agora que 0 < S¢(t) + Io(t) < No(0) — ———
pe —0c =1

. Do sistema (5.1)),



vem

S¢ + 1 = No = € + (ue — ¢ — n)Ne-
Multiplicando a equagio acima pelo fator integrante e~ (#c—%¢ =" temos
Née—(uc—éc—n)t B NC(,UC — 6o — n)e—(uc—éc—n)t _ 56_(,@_50)15.
Assim,

- [6_(Mc_6c_n)th} _ ge—wc—&c—n)ﬁ
dt

Integrando ambos os lados, da equacao anterior

t t
/ i [e—(uc—éc—n)sNC(s)] ds = / 56_(“0_50_”)5ds.
o ds 0

Desta forma,

Ee~(wo—do—m)t £

e*("cf‘sc*")tNC(t) — Ne(0) = —(pe = 6c —n) " (ho = d¢ —n)’

(hc—bc—n)t
Ne(t) = Ng(0)elme—oe=mt : Lt :
o) c(0) (e —d0c—mn) (ke —dc —n)

65

Por hipétese que N (0)(uc — dc —n) + & > 0 entdo N (t) é crescente, para todo t > 0.

Logo Ne(t) = So(t) + Ic(t) > Ne(0) = Sc(0) + 1e(0) > 0,

§

No(t) < No(0) — o= oo =)’

Portanto a regido > é um conjunto positivamente invariante.
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Teorema 5.1 Considere o sistema abaixo

( Sgl,
Sp = (up+ap)Rp— BBN—BC
c
BeSplc
I, = — Al
B NC BLB
RIB = )\BIB—(,LLB‘FOZB)RB
A BeSclp
Se = &+ pe(Se +ple) — dcSc — N nSc
B
Scl
I = (I-ppcle—dclc+ Pobels —nlc
\ Ne = &+ (e —dc —n)Ne.
entdo o sistema tem uma tinica solucdo em ..
Demostragio:O sistema acima definido em ¥ = {(Sy,Ip,Rp,Sc,Ic, No)
0 < Sp(t)+Ip(t) < Np,0 < Sc(t)+ Ic(t) < No(0) — #}
po —0c — 1

Seja F : ¥ — RS dada por:

F(t,Sp,1p,Rp,Sc,1lc,Nc) = (f1,f2,f3.fa.f5,[6)

Sgl, Sl
em que f; = (up + ap)Rp — BBNB < fo= ﬁBNB € —\plp, fs=Aplp — (up + ap)Rp
c c
Scl BeScl
fa =&+ pc(Sc+ple) —dcSc— BCNC Z—nSe, fs = (1—p)uclc—dcle+ CNC 2 —nlc,
B B
fo =&+ (po — dc —n)Ne.
Devemos mostrar que F' € Lipschtz na segunda véridvel ou seja
||F(t,u) — F(t,u')]| < L|ju— ]| (5.4)

Assim temos que u = (Sp,Ip,Rp,S¢,1c,N¢) entdo

I =]l

= \/(SB = 5p)* + (Ip = Ip)* + (Rp — Rp)* + (So = 5¢)° + (Io = 16)* + (No — Ng)?

Desta forma,
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[ f1(tu) = fu(tu)]

. BeSple BuS,Il
= |(na + am) (B = Rp) = (2= = =57
/ / ! I
= |(up +ap)(Rp — Rp) — ﬁB(SB—S)N — BpSp (Nc N(;)
) —Ic I g
= |(up+ap)(Rp — Rp) — BB(SB—SB)——ﬁBSB( No N_C_N_é)
/ S/ !/
< (us+ap)|(Rp — Rp)| + Bp|Sp — SBH \+5B BHIC I¢|
I6SB | nmr
5B|NCN,C||NC—NC|
< (uB +ap)|(Rs — Rp)| + Bp|Ss — S| + Bsllc — It| + BNy — Nef
< Li(|(Rg — Rp)| +1(Sp — Sp)| + Ic — Ix| + |N& — N¢l
< ALylju — ||

em que L; = maz{(apg + up),0}
Logo
|fitu) — filt)] < 4Laffu — /||

De maneira andloga temos constantes Lo, L3, L4, L5, Lg tais que

|fitu) — filt )| < Lilju — ||, = 1,2,3,4,5,6.

Usando a norma do maximo, obtemos

HF(t?u) - F(tvul>|’ = ma’xﬂfl(tﬂj’) - f1<t7u/)’7 ‘f2(t7u> - f2(t7U/>|7 ) |f6(t>u) - f6(t7u/>’}'

Portanto temos que F' € Lipschitz na segunda varidvel.
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5.1.1 Pontos de Equilibrio

O sistema (5.1) possui pontos de equilibrio, H, é o ponto livre da doenga e H; o ponto

endémico. Para obter os pontos de equilibrio igualamos o sistema (5.1)) a 0.

( Sgl
(/,LB—i-OéB)(NB—SB—IB)—BBNi ¢ = O
BeSplc Aols _ 0
Ne BoSol (5.5)
€+ pe(Se +ple) — 6cSc — =228 —pSe = 0
Scol
(1 —-p)pcle —dclc + ﬁCNz LA = 0.
\

Somando a primeira e a segunda equagdo de (5.5]) temos:

(up + ap)(Ng — S —Ig) — Aglp =0

(,UB + CYB)(NB — SB> = (,UB +ap + )\B)IB

(us +ap)(Np — Sp)
Ip = . 5.6
b U +ap+ A (56)

Somando a terceira e a quarta equagdo de (5.5) obtemos:

E+ (e —0c —n)Ne =0

Ne= —=5 (5.7)
pc —oc —1
Da segunda equagdo obtemos:
BeSplc
Ip = : 5.8
5= 3 Ne (5.8)

Substituindo [5.8 na quarta equagdo obtemos:

BeSc BeSelc

=0
Np  ApN¢

Ic(pe — ppe — 0c —n) +
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BcSc BeSE
1, — — ¢ — = 0. 5.9
cl(ue = ppc — ¢ —n) + N, /\BNc] (5.9)
Portanto por (5.9) ha dois casos:
1. Se I = 0 disto temos que I, = 0, S¢, = i S e S, = Np. Logo o ponto
pe —oc —1
livre da doenga Hy = (Ng, 0, ——f’ 0).
pe —0c —n
2. Se ]C’ 7A 0
BcSc PeSE
_ 5 — —
(e =puc —de —m) + =55 =0
AsNpN
SoSp = % (e — ppc — dc — 1) (5.10)
—BcBp

Igualando (5.6) e (5.8) e utilizando que N¢ = S¢ + I, temos:

(ks +ap)(Np — Sp) _ BS(Ne — S¢)
g +ap+ g AsNe

(up +ap)(Np — Sp)  BeSp _ —ﬁBSBSc_

= 5.11
B+ ap+ Ap AB AsNe 1D

Substituindo (5.10) em (5.11)) temos:

KB+ ap Be, _ BeAeNs

(MB+OéB)NB
S 2y = B2 2 (e — ppe — 0¢ —
( b\ Ao 6350( C — PHC c 77)

pp+ap+is s+ ap+Ap

(B + ap)A\pNp BNp (i +ap+ Ap)
(B + ap)(Ap + Bs) + BB Ry (up+ag)(As+Bs) + BsAp

Sp, = (5.12)

Substituindo (5.12)) em (5.6)) obtemos:

In — (u +ap)Ng (B +ap)Sp,
5 _

= ) 5.13
' uptag+Ap pup+tag+Ap ( )
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Substituindo (5.12) em (5.10), obtemos:

AgNgpN,
ScSp, = M(Mc — ppc — ¢ — 1)
—BcBB
—Np&
Se = . (5.14)
™ Ro(uc — dc —1)Sp,
Substituindo (5.14) e (5.7) temos:
—§ Np&
Io = +
" e —dc—n " Ro(uc —dc —1)Sp,
—&(RoSB, — Np)
Io, = . (5.15)
“ ™ Ro(uc — dc —1)Sk,
Logo o ponto de equilibrio endémico Hy = (Sp,,I5,.5¢,, Ic,) é dado por:
Sp (up +ap)A\pNp BN (B +ap+ Ap)
' (uB + ap)(Ap + Bs) + BB Ry (us+ap)(As + Bs) + BeAs’
Iy = (ks +ap)Ng  (us + op)Sb, Se — —Np§
' pp+ap+Ag  pp+ap+ g’ " Ro(pe — ¢ —n)Sk,
I —§(RoSp, — Np)

v Ro(pe — 6c —n)Sp,

5.1.2 Razao de Reproducio Basica

Neste modelo obtemos também calculamos R, através da matriz Jacobiana pelo método
visto em Martcheva (2015). De acordo com o Teorema [3.3] temos que o comportamento do
sistema nao linear € o0 mesmo do linear préximo aos pontos de equilibrio, assim utilizando a

linearizagéo temos a matriz Jacobiana para o sistema (5.1)):



J(Sp(1),15(1),5¢ (), Io(t))

Brlc BeSelc —NcBpSe + BeSelc
—(up +ap) — Ne —(up + ap) N2 NZ

Belo o ~BpSplc NoBsSp ~ BeSslc
— Ne NZ N2

—BcSc Belp
0 N po —0c —1n — N, plc
0 BeSe Bels (1= p)uc — bc —
Ny Np pb)uc c—n

Aplicando o ponto de equilibrio livre da doenga na matriz jacobiana:

—(up+ap)  —(us+ap) 0
0 —Ap 0
J(Hy) = Bcé
0 pe —0c — 1
Np(pe —o¢ — 1)
0 —Bc§ 0
Np(pe —dc —n)

Temos que det(J(Hy) — A\;) = 0, assim:

Bcé
Ng(pe —dc —n)

~fct .
Na(pc = dc =)

= —(pp +ag) — A pe —d0c —mn—A

—Ap— A

= (=(uB +ap) = N)((kc —dc = 1) = A) —Bcé

—(up+apg) =X —(up+ap) 0
0 A — A 0
B

0 Y SN
NB(/JC — 50 _ 77) %% C n

0 —Bcé 0
Np(pe —6c —n)

—Ap — A 0

BeNp(pe — ¢ —n)

§
—BpNp(1c — 6c — 1)
§

blc

(1—=p)puc —dc —n

BeNp(te — ¢ —n)

3
—BeNp(pe — 6c —n)
g

buc

(1—puc—0c—n—A\

—Bp(pc — ¢ —n)
3
buc

(I =pluc —dc —n— A

—BeNp(tc — 0c —n)
3

Np(pe —dc —n)

(1-ppc—0c—n—A

71
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= (—(up+ag) = N(puc —dc —n—=N[(=Ap = N ((1 =pluc —dc —n — A)
BcBpENB (e — dc — 77)]
(e —6c —n)éNp

= (=(up+ap) = AN (=(ue —bc) = NN + AAg — (1 = p)uc — dc —n))
— As((1 = p)uc — ¢ —n) — BeBs]

= (~(up+ap) = A)(~(uc —déc) — )\)[)\2 +A(Ap = (1 = p)uc — dc — 1))

= Aol =plio—do—mfi+ Ap((1— piiic— oc — 77)H =0

BrBc

. Lembrando que por hipétese jic—dc—n < 0
Ap((1 = p)uc — ¢ —n)

Logoo Ry = —

entdo Ry > 0.
5.1.3 Analise de Estabilidade

Teorema 5.2 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (Hy) é localmente assin-

toticamente estdvel.

Demonstracdo: Como vimos no calculo do R det(J(Hy) — Al;) = 0, ou seja:

det (J(Hp) — L)
= (=(up+as) = A (=(uc —dc) = N[N+ AAs — (1 = p)uc — dc — 1))

= Ap((1 = puc = dc =)L + AB((l—pﬂ)ZiC— =0

Assim os autovalores sdo \; = —(up + ag), Ao = —(pc — d¢) € A3, A4 tém parte real
negativa pois a equacao quadrética possui apenas coeficientes positivos e por hipotese Ry < 1.
Portanto como todos autovalores possuem parte real negativa pelo Teorema [3.2] temos que o
ponto de equilibrio livre da doenga Hj € localmente assintoticamente estavel.
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Teorema 5.3 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (H,) é globalmente assin-

toticamente estdvel.

Demonstracao: Considere ¢ = puc — 6c — 7. Para transladar o ponto de equilibrio livre da

doenca para origem, fazemos a seguinte substituicao:

Ly = Ng- S, Le="% s
q
Sy = Np— Xg, R
q
Ly = -S, L= St
Substituindo essas mudangas no sistema @), resulta:
( N — Lg)I
o BeWNp—Lole
B — - A\B1B
e ¢ ¢ I
Le = —&—(pe —dc — 77)(7 — L¢) — ppclo + 50(7 - LC)N—B
B
- I
It = (—puc+q)lc+ 50(—5 — Lo)-2.
\ q Np
Pelo fato de
Golo Lolle o g,
C
— I — I
ﬁc(_g _ LC)_B S 505_3’
q Np q Np

temos que (Lp(t),I5(t),Lc(t),Io(t)) satisfaz o sistema de desigualdades diferenciais

L'y < —(up+ap)Lp+ (up+ ap)lp+ Belc
Iy, < Bple—Aplp
I
Ly < qLe —ppcl, _PetIs
¢t
I, < (= I — 8
e < (=puc+qlc P
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Por outro lado, seja (X (¢), Y (t), Z(t), W (t)) solug¢do do sistema

X' = —(up+ap)X + (up +ap)Y + fsgW
Y = BsWe —AgY
Y
7l = qZ—pch—@—
bee ¥
W o= (— W 2es -
L ( pMC‘i‘Q) q NB’

com condi¢des iniciais (X (to), Y (to), Z(to), W (to)) = (Xo, Yo, Zo, Wy) € X. Os autovalores
do sistema acima sao dados pelo determinante da seguinte matriz

JX(1), Y (1), Z(1), W (1))

—(up +ap) (up+ap) 0 Br
0 —AB 0 BB
= 0 —Bc€
q —PHcC
q]ﬁVBﬁ
—Bc
0 0 —
QDGB Plc +q

Logo,
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det(J — )
—(up+ap) =X (up+ag) O Be
0 _)\B — )\ O BB
N 0 bt A —ppc
155
e
- —A
0 Ng 0 phc +q
—Ap—A 0 BB
—Bc€
e — — - )\ -
(kg +ap) — A Nngg q Phc
e
- —A
Npq 0 DPlic + ¢
—Ap— A Bs
= (—(up+ag) = A=A | —p¢
N —ppc +q
BY

60635]
qNp

= (=(uB+ap) = A)(qg—=N[(=As = AN)(=puc +q) +

= (—(us+ap) = N)(=(ue — 6¢) = N[N+ AAp — (=ppc + q)) — As(—ppc + q)
n ﬁcﬁBf]
qNp

= (—(us +ap) = N)(—(uc — dc) = N[N+ AAp — (=ppe + @) — As(—ppc + q)
+ 5ch€§§ — BeBc + Brlc]
= (—(uB + aB) = N)(—(uc — 6c) = N[N + M As — (—puc + q))
~ Anl=pric + {1 = Rol + Baic(t - — ).

Logo temos que os autovalores \; = —(up + ag), Ao = —(c — d¢) € A3, Ay, também

possui parte real negativa pois a equagdo quadritica possui todos os coeficientes positivos se
Ry < 1, portanto concluimos pelo Teorema[3.2|que lim X (¢) = 0, lim Y (¢) = 0, lim Z(t) =
t—»00 t—o0 t—00
Oe lim W(t) =0.
t—00
Pelo principio da comparacdo, dado pelo Teorema temos que as trajetdrias
(Lp(t),1p(t),Le, Ic(t)) convergem para (0,0,0,0), disto segue que (Sg(t), Ip(t), Sc, lo(t))

convergem para o ponto de equilibrio livre da doenca H. |
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5.1.4 Simulacio Numérica

Para realizar as simulagdes numéricas para o modelo exponencial foram utilizados os
parametros fixos £ = 200 e n = 0,0012 vistos em Lashari e Zaman (2010) e também parametros

fixos dados pela Tabela 3]

Tabela 3 — Parametros para simulacdo numérica da doenca Babesiose bovina do modelo
exponencial

Parametros 1152 e e, AB B P
Valores 0,0002999 0,001609 0,0006 0,00265 0,001 0,1

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em Aranda et al. (2012).

Vamos considerar a populagdo total de bovinos Np = 10000 e como condig¢io inicial a
populagdo de bovinos suscetiveis Sg(0) = 4050, populagio de bovinos infectados I5(0) =
2050, populagdo total de carrapatos No(0) = 14000, populagdo de carrapatos suscetiveis
Sc(0) = 10000 e populagdo de carrapatos infectados I-(0) = 4000 em todos os casos si-
mulados.

Primeiramente foi realizado a separagdo de populagdes, graficos somente da populacao
de bovinos e graficos somente da populacio de carrapatos, para melhor visualizacao.

Aqui n6s simulamos para populagcdo de bovinos dois casos extremos, um caso em que a
transmissao da Babesia é desacelerada com baixa transmissao horizontal, 5z e 53¢, considerando
R < 1 e otempo maximo ¢ = 8000 dias, Figura|l4{e um caso contrario com alta transmissao
da doenca, considerando R > 1, Figura@

Note que na Figura[[4]préximo de 2000 dias ndo hd bovinos infectados, todos os bovinos
sdo considerados suscetiveis, logo ha a extin¢do da doengca como € esperado por considerar a
razdo de reproducdo bésica, Ry < 1. Agora na Figura|l0[nos primeiros dias hd um aumento na
populacdo de suscetiveis mas aproximadamente a partir de 500 dias a populag@o de suscetiveis
comeg¢a a diminuir enquanto a populacdo de infectados s6 aumenta assim a partir de 1000 dias ha
uma mudancga a populacdo de infectados ultrapassa a populacio de suscetiveis e essa mudanga
permanece continua, como € esperado pois consideramos Ry > 1 o que ocorre uma epidemia .

Simulando dois casos parecidos considerando R, préximode 1, Ry = 0,9e Ry = 1,1,
Figura[16|e Figura|l7| respectivamente. E as taxas de transmissdo horizontal da Babesiose com

valores préximos, Sg e ¢, e o tempo maximo de 8000 dias.
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Figura 14 — Dinamica da populagdo de
bovinos Ry = 0,01, S =
0,000159, B¢ = 0,00009.

Figura 15 — Dinamica da populagado de
bovinos Ry = 48, Bp =
0,007, B = 0,0064.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 16 — Dinamica da populagdo de
bovinos Ry = 0,9, Bp =
0,000999, B¢ = 0,000908.

Fonte: Da autora.

Figura 17 — Dinamica da populagdo de
bovinos Ry = 0,9, 8p =
0,00108, B¢ = 0,000999.

Fonte: Da autora.

Note que na Figura|l I{a populacdo de bovinos suscetiveis aumenta constantemente en-
quanto a populacdo de infectados diminui. E a partir de 4000 dias a populacdo de infectados
fica muito proxima de 0, os bovinos sdo suscetiveis ficam préximo da populacao total, como
esperado pois Ry < 1. O comportamento na Figura[I7]é parecido.

Agora simulamos 0s mesmos casos anteriores no entanto para populagdo de carrapatos.

Note que na Figura[l8 com R < 1, desde o inicio a populagdo de carrapatos infectados
permanece proxima de 0, logo a populag@o de carrapatos suscetiveis se aproxima da populagao
total. Agora na Figura[I9com R, = 48 > 1, préximo de 1000 dias a populagdo de infectados
ultrapassa a de suscetiveis, a populacdo de suscetiveis permanece constante proximo de 100000
carrapatos e a populacdo de infectados fica proxima da populagao total.

Agora no caso em que Ry é bem préximo de 1, Ry = 0,9 Figura[20le Ry = 1,1 Figura
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Figura 18 — Dinamica da populagdo de Figura 19 — Din&mica da populagdo de
carrapatos Ry = 0,01, S = carrapatos Ry = 48, fp =
0,000159, 8¢ = 0,00009. 0,007, Bc = 0,0064.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 20 — Dinamica da populagdo de Figura 21 — Dinamica da populagdo de
carrapatos Ry = 0,9, g = carrapatos Ry = 1,1, B =
0,000999, B¢ = 0,000908. 0,00108, B = 0,000999.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

21] o comportamento ¢ praticamente o mesmo as populagdo de infectados fica bem préxima de
0 e a populacdo de suscetiveis fica muito proxima da populacdo total.

Agora graficos envolvendo as duas populagdes nos mesmos casos, no entanto com tempo
méximo de 1000 dias.

Na Figura 22| com R, = 0,01 € facil ver que a populagdo de infectados de bovinos
infectados se aproxima de 0 ao longo do tempo. A populagdo de carrapatos infectados fica
proxima de 0, e a populac@o de bovinos suscetiveis fica proxima de 10000. Agora a populagao
de carrapatos infectados ficam préximos de 0 e a populacdo de carrapatos suscetiveis fica bem
proxima da populacdo total, lembrando que a populagdo de carrapatos € crescente como pode
ser visto no grafico.

Na Figura 23] com R, = 48 nos primeiros dias as populagdes de suscetiveis sdo mai-
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Figura 22 — Dinamica das populacdes Figura 23 — Dinamica das populacdes
Ry = 0,01, ﬁB = Ry = 43, ﬂB = 0,007, ﬂC =
0,000159, B¢ = 0,00009. 0,0064.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

ores do que infectados no entanto préximo de 800 dias a populacdo de carrapatos infectados
ultrapassa a populagdo de suscetiveis € 0 mesmo ocorre com a populagdo de bovinos, porém €

nitido que a quantidade de carrapatos € bem maior que a de bovinos.
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Figura 24 — Dinamica das populagoes

quando Figura 25 — Dinamica das populagdes

RO = 0797 55 = RO = 1717 BB =

0,000999, B¢ = 0,000908. 0,00108, Bc = 0,000999.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Nos casos com Ry préximo de 1, Ry = 0,9 Figura24le R, = 1,1 Figura[25] o com-
portamento é parecido, préximo de 600 dias a populacdo de bovinos infectados se aproxima
de 0, a populag@o de bovinos suscetiveis tem praticamente a mesma quantidade que a popula-
cao de carrapatos infectados por volta de 1000, enquanto a populagdo de carrapatos suscetiveis
aumenta gradativamente ficando proximo a populagdo total.

Também calculamos o valor do ponto endémico considerando a razdo de reproducao

bisica Ry = 1,1 e Ry = 48 e obtemos esses valores para as populagdes, Sp = 9244, Ip =
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628, Sc = 1029779, I = 17431, Sp = 507, Ip = 7885, Sc = 430396, [ = 616724,

respectivamente.

5.2 MODELO LOKTA-VOLTERRA

Agora para o modelo da Babesiose vamos acrescentar uma taxa de capacidade de suporte
de acordo com o modelo Lokta Volterra. Utilizando as defini¢des e pressuposicdes anteriores

do modelo de Babesiose, considerando a populagdo de carrapatos ndo constante ao longo do
aN(0)

pe — ¢

seguinte diagrama que descreve a dinamica da doenca Babesiose:

tempo, considerando também as hipéteses que ko > e a > jc — dc obtemos o

uB(Sp+Rp)

pc(Sc+Icp)

De acordo com o diagrama obtemos um sistema de equacdes diferenciais ordindrias que

descreve o modelo:

Sgl
Sy = ps(Se+ Rp) +apRp — upSp — 6BNB <
c
Sgl,
Iy = pplp+ Pedsle _ puplp — Aplp
c

Rjg = )\BIB—(/LB-FO(B)RB

S/C = ,uc(SC +p]0) — 505@ —

R A
]IC = (1—p)luclc—(scfc+5c CB—aC ¢
\ NB kC

BcSclp  aScNe
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Simplificando o sistema obtemos um sistema equivalente:

( Sgrl
Sy = (up+ap)(Np—Sp—1Ip)— BBNi £
n - BeSplc Aols
Ne (5.16)

BcSclp  aScNe

S,C = ,uc<Sc +p[c) — 50SC —

N e

PcSclp  alcNe
Npg ko

I/C = (1 —p)ﬂc[o—éo]c-F

\

em que Sp, I, Rp, Sc e I sdo fungdes de ¢ temos também que:

2
alNG

aNlN,
Ne(t) = poNe = doNe = 2= <

ke -

= Nelpc — dc —
O sistema € definido na regido:

O = {(Sp(t).I5(t),Sc(t),Ic(t) : 0 < Sp(t) + I5(t) < Np(t),0 < So(t) + Io(t) < ke).

Proposicio 5.2 O conjunto delimitado pela regido Q2 = {(Sg(t), Ip(t), Sc(t), Ic(t)) : 0 <

Sp(t) + Ip(t) < Np,0 < Sc(t) + Io(t) < kc} € positivamente invariante para o sistema

(-16).

Demonstracao: Como foi provado no modelo exponencial da doenga Babesiose que:
0 < Sgp(t)+1p(t) < Np.

Mostraremos agora que 0 < S¢(t) + Io(t) < ke. Do sistema (5.16)), vem

, , , aNA(t
S¢ + 1 = Ng = (pe — 6c)Ne(t) — k:(;( )

Dai,

1

1 (NC _50) —a
N~ = (5.17)

Ne ke
Multiplicando a equagio (5.17) pelo fator integrante e(#¢~%)¢ temos

1 _ (o = 00) (ue— —Q (0
——_Nlelue=dc)t _ ¢ 7C) (no—dc)t — __Z (ke—dc)t
NZ Ne ko
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Assim,

d [—elnc—dc)t —qelrc—dc)t
dt N¢ N ko '

Integrando ambos os lados, da equacao anterior

t d e(ug—&g)s t ae(MC_‘SC)S
[ ][5
0 ds Nc(5> 0 kC

Desta forma,

elnc—do)t 1 qelnc—do)t a

Ne(t)  Ne(0)  (pe—6dc)ke  (pe —dc)ke’

e(NC_(SC)t _ NC(())a(e(MC_(SC)t — 1) + (,LLC — 5C)kc
Ne(t) Nc(0)(ue — dc)ke ’

o= NG (0) (pe — dc)ke

N pum—
O = NelOalereer — 1)+ (e — dolhe’

o que mostra que N¢(t) > 0, para todo ¢ > 0. Reescrevendo a expressdo anterior:

Ne(0)(pne — dc)ke

1 (e —éc)ke”
Ne(0)a(l - e(uc—5c)t) + eluc—dc)t
E tomando limite ¢ — oo, obtemos:
N(0 —0c)k —0c)k
lim Ne(r) = NOe ~do)ke _ (ko =~ dc)ke

t—o00 aN(0) a -
Por outro lado note que N¢(t) é crescente. De fato:

elre 0N (0) (ue = d¢)*kol(pe = do)ko = No(0)a]

Ne(t) = [Ne(0)a(etmo=0e)t — 1) + (ue — 0¢)kel?

Assim, N¢(s) < tlim Ne(t) < ke, paratodo t > 0.
—00

Portanto a regido €2 € um conjunto positivamente invariante.
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[ |
A prova de existéncia de solugdo do sistema (5.16) é de maneira andloga a que foi

apresentada no modelo exponencial, Teorema

5.2.1 Pontos de Equilibrio

O sistema (5.16) possui pontos de equilibrio, £y, é o ponto livre da doenca e £ o ponto
endémico. Para obter os pontos de equilibrio vamos igualar o sistema (5.16) a 0, ou seja,

Sl =0,I,,=0,5,=0e I}, =0.

( (up +ap)(Ng — Sp — Ip) — 58]%210 = 0
@%M—@@ =0
3 ve(Se 4 ple) — 6oSe — BO;Z]B B aS;jCNC _ 0
\ (1 =ppclc —dclo + BC;;ZIB — aIZiVC = 0.

Somando a primeira e a segunda equacao do sistema acima temos:

(,UB"‘CYB)(NB _SB —[B) _ABIB =0.

Logo, temos que:

(us +ap)(Np — Sp)
Ip = . 5.18
b U +ap+ Ap (5.18)

Somando a terceira e a quarta equacio do sistema anterior obtemos:

alN?
Nc<,uc - (50) - 2 ¢ — 0.
c
Disto obtemos:
— 00k
Ng = M (5.19)
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Da segunda equagdo temos:

[ BrSplc
B — .
NcAp

(5.20)

Substituindo (5.19) e (5.20) na quarta equagdo obtemos:

a(puc — dc)k ScBpSplca
Io(pe — 8¢ — puc — (he —dc) ¢y BeSeBpSplca

akc Ng(pe — 0c)keAs

boScfsdea \_ (5.21)

I~ (— + —
L PR TS

Logo, em (5.21) hd duas possibilidades

— o)k
1. Se I = 0, resultaque Ip, = 0, S¢, = W—C)(’Y e Sp, = Np. Logo o ponto livre

a
(ne — 6c)ke

da doenga Fy = (Np, 0,
a

0).
2. Se I # 0, temos:

BeSpaBcSc _0
ke(pe — 0c)NpAp

—pep +

S5y = AgtepNpke(pe — 50)’ (5.22)

BcaBp

Igualando (5.18) e (5.20), utilizando que N¢ = S¢ + I temos:

(up +ap)(Ng— S SpBr(Ne — Sc)

1B+ ap+ Ap B AsNc

I

(g +ap)(Np — Sg)  BsSs _ _ BBSBSc
pp+ag+ Ap AB ApNe

(5.23)

Substituindo (5.22) em (5.23)) obtemos:

(s +ap)Ne o pstoas 5_3) __BaprcpNpAs

pp+ag+is  Cup+ap+ s Ap AsBplc
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(up + ap)Np — S

(ks + ap)(As + Bp) + )\BﬁB> _ _BarcepNpAs
,UB"‘OCB"‘)\B (NB+QB+)\B))\B

AsBpbc

(kg + ap)A\pNp BeNp(tp + ag + Ap)
(1 +a)(As + Bp) + Asfs  Ro((us + ap)(As + B8) + Apfs)

Sp, = (5.24)

Substituindo (5.24) em (5.18)), temos:

7. — (uetap)Ny  (us+ap)Ss
o pp+ag+Ag  pp+ap+Ap

(5.25)

Substituindo (5.24) em (5.22)), obtemos:

S.q. — )\BMCPNBICC(MO - 50)
CP By ﬂC’aﬁB )

_ Npkc(pe — o0¢)

S
@ CLR()SBl

(5.26)

Sabemos que N = I + S¢, assim:

oo ko(pe —dc)  Npko(pe —dc)
¢ a a/ROSBl ’

kc(pe — oc) Np
I, = 1-— )
Cy a [ ROSBl]

(5.27)

Logo, o ponto endémico é Fy = (Sg,, Ig,, Sc,, Lc,) é dado por:

Sy = (B + ap)ApNp BeNp(us + ap + Ap)
' (s +ap)(Ag+Bs)+ b Ro((up + ap)(Ap+ Bs) + Asfs)’
;. _ wstap)Ng  (up+ap)Sp o _ Npkc(pe = dc)
= NB+QB+)\B ,LLB—f—OéB—i-)\B? = CLR()SBl ’
o, = Feltezboly, Nz

a ROSBl
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5.2.2 Razio de Reproducao Basica

Neste modelo da doenga Babesiose com equacao de Lokta Volterra vamos calcular a ra-
730 de reproducdo bdésica através da matriz Jacobiana pelo método visto em Martcheva (2015).
De acordo com o Teorema (3.3) temos que o comportamento do sistema ndo linear ¢ 0 mesmo
do linear préximo aos pontos de equilibrio, assim utilizando a linearizacdo temos a matriz Ja-

cobiana para o sistema (5.16)) abaixo:

11 a2 @13 Aaiq
Q21 Q22 A23 A4

J(SB(t),15(t),5c(t).lo(t)) = :

0 as asz as;

0 asr a3 Qu

1 Sgl,
sendo a;; = —(up + ap) — BJ@C , a2 = —(up + ap) , a3 /BBNE =3
c c
0 —NcPpSp + BpSplc A Brlc R BeSplc
u = s Q1 = , Q2 = —Ap, Q3 = — ;
N2 Nc NE
_ N¢pBpSp — BSplc _ —BeSe B Belp  2aSc  alc
Q24 = N2 >, A32 = N ,CL33—MC—5C—NB— ke _kc’
c
CLSC ﬁcSC BC[B CL[C QCLIC CLSC
a34:puc_ﬂ’a42:]\f—3’a43: N —E,(MA:(l—p)uc—(sc— ke _E'
Logo,
—BpNpa
- - 0

(/JJB =+ QB) (:uB + 053) (/JJC _]\(750>k0

0 A\ 0 __PBiVBA

J(E.) — (me —oc)ke

(Eo) —Bo(pe — dc)ke
0 Noa —(pe —d¢) (p—1pc +dc
B
Bo(pe — dc)ke
0 i 0 —ppc
BQ




Temos que det(J(Ey) — Aly) = 0, assim:

—(us+tap) =X  —(up+oap)
0 —Ag— A

—Be(pe — dc)ke
NBCL
Be(pue — dc)ke
NB&

0

0

—Ap— A

= [—(up + ap) — Al —Be(pe — dc)ke

NBa
Be(pe — éc)ke
NBCL

= (=(us +ag) = A)(=(pc —dc) = A)

0 —BsNpa
(e — bc)ke

0 BNpa
(e — 6c)ke

—(e —0c) =X (p—1Duc + ¢

0 —phc — A
0 BeNpa
(e — bc)ke
—(pe —6c) =X (p—1pc + doc
0 —phc — A
BeNpa
“Am— ) __MBIYBY
e o 5ok (e — 6c)ke
—pPc\c — 0c)rRc
— 1)
Noa (p— Dpe + oc
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_ —Bc(pc —dc)ke  BpNpa
= (mm + ) = A)(~{pc = 8e) = N(=Ap = ) (—ppae: = N) = = EZORE R
= (=(us +ap) = N)(=(uc — 6¢) = N[Aspc + A + Appc + X = Bpfic]
= (i + o) ~ N~ — 5) — NN + Ahs +pie) + Apppcll — 200 ) = g
BPHC
Portanto, a razdo de reproducdo bdsica é Ry = Blo .
ABplic

5.2.3 Analise de Estabilidade

Teorema 5.4 Se Ry < 1 entdo o ponto de equilibrio livre da doenga (Ey) é localmente assin-

toticamente estdvel.
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Demonstraciao: Como vimos no calculo do R, temos que:

det (J(Eo) — M)

= (—(ps+ aB) = N)(=(pc — dc) = NN+ A + puc) + Apppell — AﬂBﬁC
BPHC
= 0
Logo os autovalores sdo A\; = —(up + ap), A2 = —(c — 0¢) e A3, A4 possuem parte real

negativa pois a equacgdo quadrdtica possuem todos os coeficientes positivos.
Como a parte real de todos autovalores ¢ negativa, pelo Teorema [3.2]temos que o ponto

de equilibrio livre da doenca FEj, € localmente assintoticamente estavel.

5.2.4 Simulacao Numérica

Para realizar as as simulagdes numéricas para o modelo Lokta-Volterra foram utilizados
as mesmas condi¢des iniciais do modelo exponencial, utilizamos também os parametros fixos

a = 0,00108 e k¢ = 17000 e também os parametros dados pela Tabela 4]

Tabela 4 — ParAmetros para simulagdo numérica da doenca Babesiose bovina do modelo Lokta
Volterra

Parametros B 1%, oc AB apB P
Valores 0,0002999 0,001609 0,0006 0,00265 0,001 0,1

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em Aranda et al. (2012).

A razio de reprodugdo bdsica Ry e os pardmetros Sp e ¢ vao variar de acordo com
cada caso. Vamos considerar a populagdo total de bovinos Np = 10000 e como condi¢dao
inicial a populagdo de bovinos suscetiveis Sp(0) = 4050, populagdo de bovinos infectados
I5(0) = 2050, populagéo total de carrapatos No(0) = 14000, populagdo de carrapatos susce-
tiveis S¢(0) = 10000 e populagdo de carrapatos infectados /(0) = 4000 em todos os casos
simulados.

Nesta secao também foi apresentado os graficos de cada populacdo separadamente e em

seguida graficos envolvendo as duas populacdes, bovinos e carrapatos, igual a da se¢@o anterior.
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Aqui nés simulamos para populacdo de bovinos dois casos extremos, um caso em que a
transmissdo da Babesia é desacelerada com baixa transmissao horizontal, 5z e 3¢, considerando
R < 1 e o tempo maximo ¢ = 8000 dias, Figura[26(e um caso contrario com alta transmissao

da doenga, considerando 12 > 1, Figura
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Figura 26 — Dinamica da populagdo de Figura 27 — Dinamica da populagdo de
bovinos Ry = 0,01, B = bovinos Ry = 48, g =
0,0001, B¢ = 0,00006. 0,005, B¢ = 0,0041.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Na Figura [26] a populacdo de bovinos infectados fica bem préximo de 0 ao longo dos
dias, os bovinos suscetiveis chegam a 10000, considerando a razdo de reproducdo bdsica,
Ry < 1. Agora na Figura 27| nos primeiros dias hda um aumento na populacdo de susceti-
veis mas aproximadamente a partir de 500 dias a populacdo de suscetiveis comec¢a a diminuir
enquanto a populacao de infectados s6 aumenta assim préximo de 1000 dias hd uma mudancga a
populacdo de infectados ultrapassa a populacdo de suscetiveis e essa mudanga permanece con-
tinua, suscetiveis chegando a 3500 e infectados a 6250, como € esperado pois consideramos
Ry > 1 o0 que ocorre uma epidemia .

Simulando dois casos parecidos considerando Ry proximo de 1, Ry = 0,9e Ry = 1,1,
Figura[lT]e Figura[I7] respectivamente. E as taxas de transmissdo horizontal da Babesiose com

valores préximos, Sg e ¢, e o tempo maximo de 8000 dias.
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Figura 28 — Dinamica da populagdo de Figura 29 — Din&mica da populagdo de
bovinos Ry = 0,9, fp = bovinos Ry = 1,1, fp =
0,0007, S = 0,00051. 0,0008, S = 0,0006.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Note que na Figura [28] e na Figura [29] o comportamento é parecido, a populacdo de
suscetiveis aumenta enquanto a populacdo de infectados diminui, porém vale ressaltar que na
figura[28] a populacao de suscetiveis chega a 9500 bovinos e a populacdo de infectados chega a
1500 bovinos e na Figura[29|a populacao de infectados é um pouco maior e a de suscetiveis um
pouco menor que a Figura[2§]

Agora simulamos os mesmos casos anteriores no entanto para populacdo de carrapatos.

1B T T 1B T T
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2 B 2
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Figura 30 — Dinamica da populagdo de Figura 31 — Dinamica da populagado de
carrapatos Ry = 0,01, Sp = carrapatos Ry = 48, fp =
0,0001, B¢ = 0,00006. 0,005, Bc = 0,0041.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Note que na Figura com IR < 1, a populagdo de carrapatos infectados diminui ao
longo do tempo, a populagdo de carrapatos suscetiveis se aproxima da populacdo total, lem-
brando que a populacdo total ndo ultrapassa o parametro k- que € a capacidade de suporte.

Agora na Figura 31| com R, = 48 > 1, desde o inicio a populagdo de infectados cresce en-
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quanto a populacdo de suscetiveis apenas decresce, a populacdo de infectados fica préxima da

populacio total.
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Figura 32 — Dinamica da populagao de
carrapatos Ry = 0,9, g =
0,0007, S = 0,00057.

Fonte: Da autora.
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Figura 33 — Dinamica da populagado de
carrapatos Ry = 1,1, g =
0,0008, B = 0,0006.

Fonte: Da autora.

Agora no caso em que Ry é bem préximo de 1, Ry = 0,9 Figura[32]e Ry = 1,1 Figura

[33] o comportamento é praticamente o mesmo, a populagdo de infectados decresce levemente

enquanto a populacdo de suscetiveis cresce vagarosamente ao longo do tempo e em 8000 dias

ainda estd distante da populagio total.

Simulando as duas populagdes, bovinos e carrapatos, exatamente nos mesmos casos

anteriores, com razao de reproducdo bésica Ry < 1, Ry > 1 e Ry proximo de 1.
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Figura 34 — Dinamica das duas
populagdes de bovinos
quando Ry = 0,01, Bp =
0,0001, B¢ = 0,00006.

Fonte: Da autora.
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Figura 35 — Dindmica das duas
populagdes de bovinos
quando Ry = 48, fp =
0,005, B¢ = 0,0041.

Fonte: Da autora.

Note que na Figura[34]a populacdo de bovinos infectados se aproxima de 0, enquanto a

de suscetiveis cresce e depois estabiliza, como € esperado pois 7y < 1 entdo a doenga € extinta.
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Agora a populagdo de carrapatos, os infectados decrescem ao longo do tempo e os suscetiveis
crescem se aproximando da populagdo total.

Na Figura [35| as populagdes de infectados crescem nos primeiros 2000 dias e depois
estabilizam, a populagdo de carrapatos infectados se aproxima da populagdo total. Enquanto as

populacdes de suscetiveis decrescem e depois também estabilizam.
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Figura 36 — Dinamica das duas Figura 37 — Dinamica das duas
populagcdes quando populacdes quando
RO = 079a BB = RO = 1717 ﬁB =
0,0007, S = 0,00057. 0,0008, Bc = 0,0006.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Nos casos com R, préximo de 1, Ry = 0,9 Figura[36/e R, = 1,1 Figura[37] o com-
portamento € parecido, a populacao de bovinos infectados decresce rapidamente nos primeiros
1000 dias e depois continua a decrescer vagarosamente enquanto os suscetiveis tem o compor-
tamento inverso, cresce. Agora a populacao de carrapatos infectados decresce lentamente e os
suscetiveis crescem também lentamente ao longo do tempo.

Também calculamos o valor do ponto endémico considerando a razdo de reproducao
basica Ry = 1,1 e Ry = 48 e obtemos esses valores para as populacdes, Sp = 9287, Iz = 592,
Sc = 15547, I = 335, Sgp = 621, Iz = 7790, Sc = 533, I = 10557, respectivamente.
Lembrando que a populacdo de carrapatos nio ultrapassa a capacidade de suporte que é de

17000.
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6 RESULTADOS

Neste trabalho foram propostos dois modelos para a dindmica da transmissao da doenga
Babesiose, generalizando o modelo o modelo visto em Aranda et al. (2012) e tendo como re-
feréncia o modelo de Abatih et al. (2014), utilizando a populacdo de carrapato ndo constante.
Foram propostos dois modelos, um modelo do tipo exponencial e um modelo do tipo Lokta-
Volterra com capacidade de suporte. Nesses modelos foram exibidos os pontos de equilibrio, a
razdo de reproducdo bésica e feito a andlise de estabilidade local do ponto livre da doenca em
ambos os modelos, e também a estabilidade global do ponto livre da doenca do modelo expo-
nencial, sempre considerando a populacdo de carrapatos ndo constante. Foram feitas simulacdes
numéricas para os dois modelos fixando os dados iniciais e alguns pardmetros, e variando a ra-
zao de reprodugdo bésica, os parametros de taxa de transmissao horizontal e o tempo. Podemos

notar que o modelo exponencial se estabiliza mais rapido do que o modelo de Lokta-Volterra.
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APENDICES

APENDICE A - Graficos do Modelo Exponencial

Agora nesse apéndice vamos apresentar todos os graficos simulados neste trabalho, para
o modelo exponencial. Vamos considerar a populagdo total de bovinos Np = 10000 e como
condi¢@o inicial a populagdo de bovinos suscetiveis Sp(0) = 4050, populagdo de bovinos in-
fectados I5(0) = 2050, populagdo total de carrapatos N¢(0) = 14000, populag@o de carrapatos
suscetiveis  Sc(0) = 10000 e populacio de  carrapatos infectados
Ic(0) = 4000 em todos os casos simulados. Para realizar as simula¢des numéricas para o
modelo exponencial foram utilizados os parametros fixos £ = 200 e n = 0,0012 vistos em

Lashari e Zaman (2010) e também parametros fixos dados pela Tabela 5]

Tabela 5 — Parametros para simulacdo numérica do Modelo Exponencial da doenca Babesiose
Bovina .

Paridmetros 1B e Ap ap P Oc
Valores 0,0002999 0,001609 0,00265 0,001 0,1 0,0006

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em Aranda et al. (2012).

Os graficos a seguir representam a populacdo de bovinos com razdo de reproducdo bé-
sica Ry = 0,01 e taxa de transmissao horizontal Sz = 0,000159 e S = 0.00009 com o tempo

maximo variando de 200 a 30000.
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Figura 38 — Dinamica da populacgdo de Figura 39 — Dindmica da populagdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry = 0,01, t = 200. Ry = 0,01, ¢ = 1000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 40 — Dinamica da populagdo de
bovinos quando
Ry = 0,01, t = 8000.

Fonte: Da autora.
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Figura 41 — Dinamica da populagado de

bovinos quando

Ry = 0,01, t = 30000.

Fonte: Da autora.

Note que na Figura 38 hd o crescimento da populagdo de suscetiveis e o decrescimento
da populagdo de infectados, na Figura[39]a populagdo de infectados ja estd proxima de 0. Agora
na Figura[40]a partir 1000 dias a populagdo de infectados se aproxima mais de O e a populagdo
de suscetiveis estabiliza a partir 3000 dias, como € esperado pois Ry < 1. Logo hd extin¢do da
doenga, assim na Figura4T]o comportamento permanece 0 mesmo.

Os graficos a seguir representam a populacdo de bovinos com razao de reproducdo ba-
sica Ry = 0,9 e taxa de transmissao horizontal S5 = 0,000999 e - = 0.000908 com o tempo

méaximo variando de 200 a 200000.
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Figura 43 — Dinamica da populagado de
bovinos quando
Ry =0,9, t =1000.

Fonte: Da autora.

Figura 42 — Dinamica da populagado de
bovinos quando
Ry =0,9, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 44 — Dinamica da populagdo de Figura 45 — Dinamica da populagado de
bovinos quando bovinos quando
Ry =0,9, t = 8000. Ry = 0,9, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Nas Figuras 42| e [43] a populacdo de suscetiveis cresce enquanto a populacdo de infec-
tados decresce. Na Figura [44] vemos que a partir 5000 dias hd a estabilidade na populagdo de
suscetiveis e a populacdo de infectados se aproxima de 0 a partir dos 4000 dias. Na Figura[45]a

populagdo de infectados fica muito proxima de 0 aos 20000 dias como € esperado pois [7y < 1.
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Figura 46 — Dinamica da populagdo de bovinos quando Ry = 0,9, ¢ = 200000.

Fonte: Da autora.

Agora os graficos a seguir apresentam a populacio de bovinos com razdo de reproducao
basica Ry = 1,1 e taxa de transmissao horizontal 55 = 0,00108 e S = 0.000999 com o tempo

maximo variando de 200 a 200000.
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Figura 47 — Dinamica da populagdo de
bovinos quando
Ry =1,1,t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 49 — Dinamica da populagdo de
bovinos quando
Ry =1,1, t = 8000.

Fonte: Da autora.
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Figura 48 — Dinamica da populagado de
bovinos quando
Ry =1,1, ¢t =1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 50 — Dinamica da populagdo de
bovinos quando
Ry =1,1, t = 30000.

Fonte: Da autora.
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Figura 51 — Dinamica da populagio de bovinos quando Ry = 1,1, £ = 200000.

Fonte: Da autora.

Nas Figuras[47|e[d8]a populacao de suscetiveis cresce enquanto a de infectados decresce.

Na Figura [49) vemos que a partir de 4000 dias a populacdo de suscetiveis estabiliza enquanto a
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de infectados se aproxima de 0. Na Figura [50| préximo aos 20000 dias a populagdo de susce-
tiveis decresce lentamente enquanto a de infectados cresce. E na Figura[ST| continua o mesmo
comportamento dos dias finais da Figura anterior o que € esperado pois 7y = 1,1 Considerando
Ry = 48 e taxa de transmissao horizontal Sz = 0,007 e S = 0.0064 com o tempo maximo

variando de 200 a 30000.
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Figura 52 — Dinamica da populagdo de Figura 53 — Dindmica da populagdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry =48, t = 200. Ry = 48, t = 1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 54 — Dinamica da populagdo de Figura 55 — Dindmica da populagdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry = 48, t = 8000. Ry = 48, t = 30000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Na Figura [52] temos que tanto a populacdo infectado quanto de suscetiveis estdo cres-
cendo, e na Figura[53]a populacdo de infectados continua crescendo mas a populagio de susce-
tiveis perto dos 400 dias comeca a decrescer, aos 800 dias a populacdo de infectados ultrapassa
a de suscetiveis. Agora na Figura [54]a populagio de infectados continua crescendo e a popula-
¢do de suscetiveis decrescendo, como € esperado pois Ry > 1. Vemos que na Figura[53]a partir
de 10000 dias as populagdes se estabilizam.

Agora veremos gréficos que representam a populacdo de carrapatos com os mesmos
casos simulados anteriormente. Primeiramente vamos apresentar graficos com razao de repro-
ducdo basica Ry = 0,01 e taxa de transmissdo horizontal Sz = 0,000159 ¢ S = 0.00009 com

o tempo méximo variando de 200 a 30000.
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Figura 56 — Dinamica da populagdo de Figura 57 — Dindmica da populacio de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry = 0,01, t = 200. Ry = 0,01, t = 1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 58 — Dinamica da populagdo de Figura 59 — Dindmica da populacio de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry = 0,01, t = 8000. Ry = 0,01, t = 30000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Nas Figuras [56 e a populacdo de infectados decresce e populacdo de suscetiveis
cresce se aproximando da populagio total. Na Figura[58]a populagdo de infectados fica muito
proximo de 0 aos 2000 dias e a populagdo de suscetiveis se aproxima mais da populagdo total,
como o esperado pois 7y < 1. Na Figura|59/ambas populacdes se estabilizam.

Agora vamos apresentar graficos com razao de reproducao basica Ry = 0,9 e taxa de
transmissao horizontal 5z = 0,000999 e S = 0.000908 com o tempo maximo variando de 200

a 200000.
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Figura 60 — Dinamica da populagdo de Figura 61 — Dindmica da populagdo de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry =0,9, t = 200. Ry =0,9, t =1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 62 — Dinamica da populagdo de Figura 63 — Dindmica da populagdo de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry = 0,9, t = 8000. Ry = 10,9, t = 30000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Nas Figuras [60} [61] e [62] ambas populacdes estdo crescendo. Na Figura [63] proximo a
30000 dias a populagdo de infectados decresce aproximando de 0 enquanto a de suscetiveis se
aproxima da total. Na Figura |64| pr6ximo a 100000 dias a populacao de infectados continua se
aproximando de 0 enquanto a de suscetiveis aproxima da populag¢ao total, como o esperado pois

Ry < 1.
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Figura 64 — Dinamica da populagdo de bovinos quando Ry = 0,9, ¢ = 200000.

Vamos apresentar graficos com razdo de reproducdo basica Ry = 1,1 e taxa de trans-
missdo horizontal Sg = 0,00108 e 5 = 0.000999 com o tempo maximo variando de 200 a

200000.

4
w10 w10

—53C —3C
Ic 181 Ic
5 —NC —NC
1BF
141
4+ i
e
3r B 1
08
2 o -
0B
04
1 -
02r
DIII 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 DEI 100 200 300 400 s00 BOO 700 800 800 1000
Figura 65 — Dinamica da populagdo de Figura 66 — Dindmica da populagdo de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry =1,1,t = 200. Ry =1,1,t =1000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 67 — Dinamica da populagdo de Figura 68 — Dinimica da populagdo de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry =1,1,t = 8000. Ry = 1,1, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 69 — Dinamica da populagdo de bovinos quando Ry = 1,1, ¢ = 200000.
Fonte: Da autora.

Em todas as Figuras com Ry = 1,1 vemos que a populacdo de infectados cresce len-
tamente, mas a populacdo de suscetiveis cresce nas Figuras [63] [66] [68] porém na Figura
[69] a partir de 40000 dias a populagdo de suscetiveis comega a decrescer, como esperado pois
Ry > 1.

Veremos agora graficos com razdo de reproducdo basica 7y = 1,1 e taxa de transmissao
horizontal Sg = 0,007 e S = 0.0064 com o tempo maximo variando de 200 a 30000.

Na Figura todas as populagdes estdo crescendo, agora na Figura a populacao
comeca decrescer proximo aos 800 dias e a populagdo de infectados ultrapassa de suscetiveis.
Nas Figuras (/2| e [/3| a populag¢do de suscetiveis estabiliza enquanto a populacio de infectados
fica préxima a populacdo total, pois Ry > 1.

Vejamos agora os graficos com as duas populacgdes, colocamos dois graficos em apenas
um s6, também com os mesmos casos estudados anteriormente. Casos com Ry = 0,01, By =

0,9, Ry = 1,1 e Ry = 48 e o tempo maximo ¢ = 200, ¢ = 1000, t = 8000 e ¢t = 30000.
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Figura 70 — Dinamica da populagdo de
carrapatos quando
Ry =48, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 72 — Dinamica da populagdo de
carrapatos quando
Ry = 48, t = 8000.

Fonte: Da autora.
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Figura 74 — Dinamica das duas
populagdes quando
Ry = 0,01, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 71 — Dinamica da populagado de
carrapatos quando
Ry =48, t = 1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 73 — Dinamica da populagdo de
carrapatos quando
Ry = 48, t = 30000.
Fonte: Da autora.
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Figura 75 — Dindmica das duas
popula¢cdes quando
Ry = 0,01, t = 1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 76 — Dinamica das duas Figura 77 — Dinamica das duas
populagcdes quando populacdes quando
Ry = 0,01, t = 8000. Ry = 0,01, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 78 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ry =10,9, t = 200.
Fonte: Da autora.

Figura 79 — Dindmica das duas
populacdes quando
Ro = 10,9, t = 1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 80 — Dinamica das duas Figura 81 — Dinamica das duas
populagcdes quando populacdes quando
Ry =0,9, t = 8000. Ry = 0,9, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
0’ x10°
|5 T T T T T T T T T 2l T T T T T T T T T
—i58 50
B 18} —— B
5 —5C —2&C
Ic e ic ||
NG - NG ||
‘1 b ,
i q
at g 1 1
08r A
D 4
0B q
04 e
‘I -
02r q
DIII 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 DEI 100 200 300 400 500 BOO 700 800 800 1000
Figura 82 — Dinamica das duas Figura 83 — Din&mica das duas
populagcdes quando populacdes quando
Ry =1,1,t = 200. Ry =1,1,t =1000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 84 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ry =1,1,t = 8000.

Fonte: Da autora.

«10°
S—
——5
st —s¢
Ic
—NeC

0 L L L L L L L L L
i) 20 40 G =in] 100 1200 140 16O 180 200

Figura 86 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ry = 48, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 88 — Dinamica das duas
populagdes quando
Ry = 48, t = 8000.

Fonte: Da autora.
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Figura 85 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ry = 1,1, t = 30000.
Fonte: Da autora.
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Figura 87 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ry = 48, t = 1000.
Fonte: Da autora.
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Figura 89 — Dinadmica das duas
popula¢cdes quando
Ry = 48, t = 30000.

Fonte: Da autora.
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APENDICE B - Grificos do Modelo Lokta-Volterra

Agora para realizar as simulagdes numéricas para o modelo Lokta-Volterra foram utili-
zados as mesmas condi¢des iniciais do modelo exponencial, utilizamos também os parametros

fixos @ = 0,00108 e k¢ = 17000 e também os pardmetros dados pela Tabela[6]

Tabela 6 — Parametros para simulacdo numérica da doenga Babesiose bovina do modelo Lokta
Volterra

Parametros LB e oc Ap ap P
Valores 0,0002999 0,001609 0,0006 0,00265 0,001 0,1

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em Aranda et al. (2012).

Primeiramente veremos graficos representando apenas a populaciao de bovinos, nos pri-
meiros gréaficos consideramos Ry = 0,01 e o tempo maximo variando de 200 a 30000 dias,
para isso as taxas de transmissdo por contato, transmissdo horizontal, foram Sz = 0,0001

Bc = 0,00006.
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Figura 90 — Dinamica da populagdo de Figura 91 — Dindmica da populagdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry = 0,01, t = 200. Ry = 0,01, t = 1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Nas Figuras [90] e 01] podemos observar o crescimento da populagio de suscetiveis e o
decrescimento da populagdo de carrapatos. Na Figura92] a populacdo de infectados se apro-
xima de 0 e proximo de 5000 dias se estabiliza, como esperado pois Ry < 1, a populacio de
suscetiveis também se estabiliza e na Figura[93ambas popula¢des permanecem estabilizadas.

Agora veremos graficos para o caso com razdo de reproducdo basica Ry = 0,9, utili-

zando a taxa de transmissdo horizontal S5 = 0,000159 e S = 0,00009 com o tempo maximo
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Figura 92 — Dinamica da populagdo de
bovinos quando
Ry = 0,01, t = 8000.

Fonte: Da autora.

variando de 200 a 200000 dias.
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Figura 94 — Dinamica da populagado de
bovinos quando
Ry =0,9, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 93 — Din&mica da populagdo de
bovinos quando
Ry = 0,01, t = 30000.

Fonte: Da autora.
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Figura 95 — Dinamica da populagado de
bovinos quando
Ry =0,9, t =1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 96 — Dinamica da populagdo de Figura 97 — Din&mica da populagdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry =0,9, t = 8000. Ry = 0,9, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 98 — Dinamica da populagdo de bovinos quando Ry = 0,9, ¢ = 200000.
Fonte: Da autora.

Nas Figuras [94] [95] 96] [97] podemos notar que a populagdo de suscetiveis cresce en-
quanto a populagdo de infectados decresce. E na Figura [98] a partir de 160000 a populacdo
de infectados se aproxima de 0, como esperado pois Ry < 1, e a populacdo de suscetiveis se
estabiliza.

Vejamos agora graficos com Ry = 1,1 casos com taxa de transmissdo horizontal S5 =

0,0008 e S = 0,0006 com tempo méaximo variando de 200 a 200000 dias.
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Figura 99 — Dinamica da populagdo de Figura 100 — Dindmica da populacdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry =1,1, t = 200. Ry =1,1, t =1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
3 3
w10 w10
10 T T T T T T T 10
9r 9r
g B 3 q
7 B 7 1
5 = B q
4 B L&} q
4 g 4 1
3 B & q
2 1 2t .
1 . 1 &\4\
DD 1DbD EDbD EDIDD ADbU SDbD EDIDD TDIDD 3000 DD 0 I5 ‘II 1 .IS é 2.‘5 g
w10t
Figura 101 — Dinamica da populagao de Figura 102 — Dinamica da populacdo de
bovinos quando bovinos quando
Ry =1,1, t = 8000. Ry =1,1, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 103 — Dindmica da populacdo de bovinos quando Ry = 1,1, ¢ = 200000.
Fonte: Da autora.

Em todas as Figuras com Ry = 1,1 da populag¢do de bovinos a populacio suscetivel

cresce enquanto a populacdo de infectados decresce se aproximando de 0.
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Agora veremos o caso em que a razao de reproducdo bésica é Ry = 48, para isso temos

as taxas de transmissao horizontal Sz = 0,005 e ¢

200 a 30000 dias.
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Figura 104 — Dinamica da populacdo de
bovinos quando
Ry =48, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 106 — Dinimica da populagado de
bovinos quando
Ry =48, t = 8000.

Fonte: Da autora.

= 0,0041 com tempo méaximo variando de
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Figura 105 — Dinmica da populacdo de
bovinos quando
Ry =48, t =1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 107 — Dindmica da populacdo de

bovinos quando

Ry =48, t = 30000.

Fonte: Da autora.

Na FigurqT04]ambas populagdes crescem, mas na Figura[I05]|a populagdo de suscetiveis

a partir dos 300 dias comeca a decrescer enquanto a populacdo de infectados continua crescendo

e proximo a 800 dias a populagdo de infectados ultrapassa a de suscetiveis. Na Figura

proximo a 2000 dias ambas populacdes se estabilizam.

Nos préximos graficos veremos o comportamento da populagdo de carrapatos. Vejamos

primeiro para o caso em que a razao de reproducdo bdsica Ry = 0,01 com taxas de transmissao

horizontal Sg = 0,0001 e - = 0,00006 e o tempo médximo variando de 200 a 30000 dias.
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Figura 108 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando
Ry = 0,01, t = 200.

Fonte: Da autora.
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Figura 110 — Dinamica da populagao de
carrapatos quando
Ry = 0,01, t = 8000.

Fonte: Da autora.
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Figura 109 — Dindmica da populacdo de
carrapatos quando
Ry = 0,01, ¢t = 1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 111 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando

Ry = 0,01, t = 30000.
Fonte: Da autora.

Nas Figuras [T08] [109] e [T10] a populagéo de suscetiveis cresce enquanto a populagio

de infectados decresce e na Figura proximo aos 30000 dias temos que a populagdo de

infectados se aproxima de 0 e a populagdo de suscetiveis se aproxima da populacdo total, como

esperado pois Ry < 1.
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Figura 112 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando
Ry =0,9, t =200.
Fonte: Da autora.
Fonte: Da autora.
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Figura 114 — Dinamica da populagéo de
carrapatos quando
Ry = 0,9, t = 8000.

Fonte: Da autora.
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Figura 113 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando

Ry = 0,9, t = 1000.
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Figura 115 — Dinamica da populagdo de
carrapatos quando
Ry =0,9, t =30000.

Fonte: Da autora.
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Figura 116 — Dinamica da populacdo de carrapatos quando Ry = 0,9, ¢t = 200000.

Fonte: Da autora.
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Nas Figuras [[12] e [I13] ambas populagdes crescem, mas na figura [[14] podemos obser-
var que depois de 1000 dias a populagdo de infectados comega a decrescer e na Figura [I15]a
populacdo de infectados continua decrescendo. Na Figura a populagdo de infectados se
aproxima de 0 e a populacdo de suscetiveis fica muito préxima a populacdo total.

Agora veremos para o caso em que Ry = 1,1 com taxas de transmissdo por contato

Br = 0,0008 e B = 0,0006 com o tempo méaximo variando de 200 a 200000 dias.
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Figura 117 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando
Ry =1,1, t = 200.
Fonte: Da autora.
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Figura 119 — Dinimica da populagao de
carrapatos quando
Ry =1,1, t = 8000.
Fonte: Da autora.
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Figura 118 — Dindmica da populacdo de
carrapatos quando
Ry =1,1, t =1000.

Fonte: Da autora.
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Figura 120 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando
Ry =1,1, t = 30000.

Fonte: Da autora.

Nas Figuras [[17] e [I 18 ambas populagdes crescem, agora nas figuras [[19] e [I20]a po-
pulacdo de suscetiveis continua a crescer no entanto a de infectados comeca a decrescer. Na
Figura[I21] vemos a estabilidade das duas populacdes.

Agora vejamos o caso em que a razdo de reproducdo basica Ry = 48 com taxas de
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Figura 121 — Dindmica da populag@o de carrapatos quando Ry = 1,1, ¢ = 200000.
Fonte: Da autora.

transmissdo horizontal Sz = 0,005 e S = 0,0041 com o tempo maximo variando de 200 a

30000 dias.
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Figura 122 — Dinamica da populagéo de Figura 123 — Dinamica da populagdo de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry =48, t = 200. Ry =48, t = 1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.

Na Figura[I22]temos que a populagdo de suscetiveis decresce e a populagdo de infecta-
dos cresce, ja na Figura[I23| podemos ver que préximo aos 400 dias a populagdo de infectados
ultrapassa a populagdo de suscetiveis. E na Figura [I24] a populagdo de suscetiveis continua
decrescendo enquanto a de infectados continua crescendo e a partir de 3000 dias ambas se
estabiliza, a populacdo de infectados bem préxima da populagdo total.

Os graficos as seguir apresentam as duas populacdes juntas, exatamente nos mesmos
casos citados anteriormente. Casos com Ry = 0,01, Ry = 0,9, Ry = 1,1 e Ry = 48 e o tempo

maximo ¢ = 200, ¢ = 1000, ¢ = 8000 e ¢ = 30000.
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Figura 124 — Dinamica da populacdo de Figura 125 — Dinamica da populacdo de
carrapatos quando carrapatos quando
Ry = 48, t = 8000. Ry = 48, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 126 — Dinamica das duas Figura 127 — Dinamica das duas
popula¢cdes quando populacdes quando
Ry = 0,01, ¢t =200 Ry = 0,01, t = 1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 128 — Dinamica das duas Figura 129 — Dindmica das duas
populacdes quando populagdes quando
Ry = 0,01, t = 8000. Ry = 0,01, t = 30000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 130 — Dinamica das duas Figura 131 — Dinimica das duas
populacdes quando populagcdes quando
Ry =0,9, t = 200. Ry =0,9, t =1000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 132 — Dinamica das duas Figura 133 — Dinamica das duas
popula¢cdes quando populacdes quando
Ry = 0,9, t = 8000. Ry =0,9, t = 30000.
Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 134 — Dinamica das duas Figura 135 — Dindmica das duas
populacdes quando populagdes quando
Ry = 1,1, t = 200. Ry =1,1,t =1000.

Fonte: Da autora. Fonte: Da autora.
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Figura 140 — Dinimica das duas
populacdes quando
Ry =48, t = 8000.

Fonte: Da autora.

8000
Figura 136 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ry = 1,1, t = 8000.
Fonte: Da autora.
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Figura 138 — Dinamica das duas
popula¢des quando
Ry =48, t = 200.
Fonte: Da autora.
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Figura 137 — Dinamica das duas
populagdes quando
Ry = 1,1, t = 30000.
Fonte: Da autora.
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Figura 139 — Dinamica das duas
populacdes quando
Ro = 48, t = 1000.

Fonte: Da autora.

Figura 141 — Dinimica das duas
populacdes quando
Ry = 48, t = 30000.

Fonte: Da autora.
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